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Introduccion

Estas notas fueron tomadas durante el otono de 2012, en el departamento de Matemati-
cas de la Universidad del Pais Vasco, con motivo de un curso llevado a cabo por el grupo
de Analisis Matematico y Aplicaciones, parcialmente financiado por el proyecto I'T-305-07
del Gobierno Vasco!. El tema principal gira en torno al principio de incertidumbre y a las
ecuaciones de Schrodinger y Dirac, dentro del cual se desarrollaron conceptos tales como las
desigualdades de Hardy, operadores simétricos y extensiones auto-adjuntas, el teorema de
descomposicion espectral, el teorema de Cauchy-Kovalevskaya y el scattering de neutrones.

En el capitulo 1 se muestra, entre otras cosas, una desigualdad abstracta del principio
de incertidumbre y algunas aplicaciones, una desigualdad de tipo Hardy-Dirac que se utiliza
en el capitulo siguiente y un teorema virial para la ecuacién de Schrodinger. En la ultima
seccién se compara la ecuacion del calor con la de Schrédinger. En el capitulo 2 se prueban
dos teoremas, en el primero se estudia la existencia y unicidad de solucién de la ecuacion
de Dirac con potenciales con singularidad en el origen, y en el segundo se construye una
extension auto-adjunta para el operador de Dirac con un potencial electromagnético con
singularidad tipo Coulomb. Para este ultimo se utiliza el criterio béasico del auto-adjunto
y la desigualdad tipo Hardy-Dirac que se prueba en el capitulo anterior. El capitulo 3 se
centra en la construccion de extensiones auto-adjuntas del operador de Dirac acoplado a
potenciales con soporte en una superficie dada y se dan algunos ejemplos. Dichas extensiones
se construyen a mano a partir de ciertos valores frontera y unos operadores auxiliares definidos
en la superficie. En el capitulo 4 se prueba que, si la solucién de la ecuacion de Schrodinger
con un cierto potencial posee decaimiento Gaussiano en tiempo ¢t = 0 y ¢t = 1, entonces, la
solucién también hereda esta propiedad para todo tiempo intermedio, utilizando propiedades
de convexidad logaritmica para ecuaciones que se descomponen como suma de una parte

simétrica y otra antisimétrica . El capitulo 5 es el apéndice de algunos resultados asumidos al

! Arrizabalaga fue parcialmente financiada por MTM2011-24054, Fernandez fue financiado por BFI2011-
11 del programa predoctoral de la Direccién de Politica Cientifica del Departamento de Educaciéon, Politica
Lingiiistica y Cultura del Gobierno Vasco, Mas fue financiado por MTM2010-16232, 2009SGR-000420, IT-
305-07, Montaner fue financiado por MTM2011-24054, IT-305-07 y Vega por MTM2011-24054, UFI11-52,
IT-305-07.



desarrollar los capitulos anteriores. En la primera seccién se prueba el teorema espectral para
operadores auto-adjuntos no acotados. En la segunda se prueba un criterio que caracteriza
cuando un operador simétrico es auto-adjunto. la tercera seccién contiene el teorema de
Cauchy-Kovalevskaya, y la cuarta explica el fenémeno de dispersién al trabajar con neutrones
y su relacién con la ecuacién de Schrodinger con un potencial.

Los capitulos 1, 2 y 3 fueron impartidos en el curso por Luis Vega, Naiara Arrizabalaga
y Albert Mas, respectivamente, y redactados para estas notas por Leyter Potenciano. El
capitulo 4 fue impartido y redactado por Aingeru Fernandez. Respecto al capitulo 5, las
secciones 1, 2, 3 y 4 fueron impartidas y redactadas por Luis Urrutia, Leyter Potenciano,
Santiago Montaner y Odei Rey, respectivamente.

Se debe mencionar que este trabajo es un compendio de varios resultados ya existentes
en la literatura, de los cuales algunos han sido publicados por miembros del grupo (cada
capitulo contiene las referencias correspondientes). En este sentido, estas notas no reclaman
la autoria de ninguno de los resultados presentados en la misma, su caracter es meramente

expositorio.
Primavera de 20135.
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Capitulo 1

Principio de incertidumbre y

aplicacion a la ecuacién de Dirac

En este capitulo se asume que el lector estda familiarizado con Teoria de Espacios de
Hilbert, Teoria de Operadores, Ecuacién del Calor y Ecuacién de Schrodinger. Para estos
temas ver, por ejemplo, ([8], [17], [20], [26], [25]). Para mayores detalles de los resultados

mostrados, consultar los articulos ([14], [15]) y las referencias contenidas en los mismos.

1.1. Principio de Incertidumbre

En un espacio de Hilbert H, consideramos los operadores S y A, simétrico y antisimétrico,

respectivamente; es decir

Entonces,

0 < [(A+SW|° = (S¥,Sv) + (Ap, Ap) + (Sv, A) + (A, Sy)
= (S, S¥) + (A, AY) + 2Re(Sy, A)

Por lo tanto

—((SA = AS)p, ¥) < |[Sy]* + | Av]. (1.1)

Anélogamente, si cambiamos A por —A, obtenemos
((SA = AS),v) < ISPl + || Ay . (1.2)

1



2 1. Principio de incertidumbre y aplicacion a la ecuaciéon de Dirac

Combinando (1.1) y (1.2), obtenemos la siguiente desigualdad
((SA= AS)p, )| < [IS9* + [ Ag]*. (13)

En (1.3), cambiando A por AA y S por iS, se tiene

1
((SA = AS)e, )] < 35 [IS¥IF + X[ A |* < 2|yl | Ay | (1.4)
En la ultima desigualdad hemos tomado % = %. Esto es debido a que la funcién

fN) = /\1_2 |]S¢||2 + N2 HAszQ, alcanza su minimo en ese valor. M4s atn,

[((SA = AS)p, )| < 2|5yl [[Ap] - (1.5)

La desigualdad (1.5), se denomina Principio de Incertidumbre. Por otro lado, se cumple
la igualdad en (1.1) si y solo si
(A+ Sy =0. (1.6)

Ademas, sin perdida de generalidad, se puede cambiar A por A— < Ay, > I y S por
S— < Sy, > 1. A continuacién, mostramos algunos ejemplos de aplicacién. En todos ellos,

los calculos son formales.
Ejemplo 1 En el espacio L*(R), consideramos los operadores

So=w . A=y

Es claro que el operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A

continuacion calculamos su respectivo conmutador

d d d d d d
(SA—AS)Y = (95% - %l’) Y= $£¢ - %(:mﬂ) = x%¢ - x£¢ — =

De (1.1) y (1.4), obtenemos las desigualdades

~(sa- 4800} = [P < [louf+ [P, (1.7)

~((s4-a)w0) = [ ol <2 (/ \xw); (/ W)é.

De la ecuacion (1.6), se cumple la igualdad si y solo si la funcion ¥ cumple la ecuacion
diferencial (EDO): %Q/J = —zvp. Entonces, 1o = ape™" /2 verifica la igualdad. Por otro lado,

se cumple

0= ((A+9), (A+ S)0) = ((S— A)(S + A, b)) = ((S* — A> + SA— AS)y, ),
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ast, Vo cumple las siguientes igualdades

d2
—@wwaﬂwo:wo : /\wo\2+/|¢s\2:/|woﬂ (1.8)

2
Sea A un autovalor asociado a el oscilador armadnico 2 +22. Entonces, por la ecuacion

(1.7), N > 1. Por (1.8), el autovalor A\ =1 se alcanza en 1. Por lo tanto, hemos hallado la

primera autofuncion asociada al oscilador armaonico.
Ejemplo 2 En el espacio L*(R), consideramos los operadores

d
Sv=se(@)y , Av=—_.

El operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A continuacion

calculamos su respectivo conmutador

d d d d d
(SA=AS)y = sgn(z) -1 — - (sgn(x)y) = sgn(w) ¥ —sgn(z) 9 — - sgn(z)y = ~200y.

dx
De (1.1), obtenemos la desigualdad
~(SA- A8y, 0) = - [ ~2wp =20 < [P+ [P ()

De la ecuacion (1.6), se cumple la igualdad si y solo si la funcion ¥ cumple la EDO

ﬁﬁ’ = —sgn(z)1). Entonces, 1o = age™*! verifica la igualdad. Por otro lado, se cumple
0= ((A+ )Y, (A+S)y) = ((S = A)(S + A, ¥) = ((S* — A* + SA - AS)y, ),

ast, Vo cumple las siguientes igualdades

d2
-ﬁﬁ%—%W——w,%%@F—/Wﬁ+/WW- (1.10)
d2
Sea \ un autovalor asociado a el operador H = o 20g. Entonces, por la ecuacion
x
(1.9), N > —1. Por (1.10), el autovalor \y = —1, se alcanza en 1. Por lo tanto, hemos

encontrado la primera autofuncion asociada al operador H.

Ejemplo 3 En el espacio L*(R?) con d > 1, consideramos los operadores

T

S =

]

: Ay = V.

El operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A continuacion

calculamos su respectivo conmutador

xw—V(ﬁw):iw—iw ( )w——d Ly.
2”) ] B

| | ]

(SA— AS)) =
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De (1.1), obtenemos la desigualdad
d—1
~((sa=asy.) = [ e < [+ [ 190, (111

De la ecuacion (1.6), se cumple la igualdad si y solo si la funcién ¢ cumple la EDO:

0= ((A+9)p, (A+ S)¥) = ((S— A)(S + A, p) = ((S* — A> + SA— AS), ¥),

¥. Entonces, 1y = age”*! verifica la igualdad. Por otro lado, se cumple

ast, Vo cumple las siquientes iqualdades

d— d—
“ade— Ly = gy / 1ol = / ol + / Vol (1.12)

|| ||

d—
Sea A un autovalor asociado a el operador H = —Ay — 2]

(1.13), A\ > —1. Por (1.12), el autovalor \g = —1, se alcanza en 1. Por lo tanto, hemos

encontrado la primera autofuncion asociada al operador H .

——). Entonces, por la ecuacion

Ejemplo 4 En el espacio L*(R%)con d > 2, consideramos los operadores
x

Sp=—ip A=V
|z

El operador S es simétrico y, por integracion por partes, A es antisimétrico. A continuacion

calculamos su respectivo conmutador

d—

Xz

(SA—AS)¢=%V¢—V(%¢):—QV¢ - v( )zp: 2
2] ] kd ok | kd
De (1.1) y (1.4), obtenemos las desigualdades
((SA - TP i Ul
(SA— AS)p, ) = (d—2) / sl / Vol (1.13)

or-som=to-a i sa( [ ) (fver)

Despejando, obtenemos

U < g [ (L1



1.2. Ecuacién de Dirac

1.2. Ecuacion de Dirac

Consideramos la ecuacién 9yt = (a - V + imf3)1. Derivando con respecto al tiempo y

usando la notacién de sumacion de Einstein, obtenemos

0} = (a-V+imB)(a -V +impB) = (;0; + imfB) (O + imf3)

= (00,040 + imBoyOy + a;0;imB — m* %)

Deseamos que este operador sea el operador que define la ecuacién de ondas: 92 = A —m?;

por lo cual imponemos las siguientes condiciones:

ajap + agoey =20, Pog, + af =0,

0 o 0 1 0 —i Loy (.
;= ,0- — 70- = 7O' — , —
o, o) o)\ 0) o 41 0

(1.15)

(1.16)

0
—b) . (117)

A continuacién, unos resultados técnicos que usaremos en la demostracion del teorema

principal, una desigualdad de tipo Hardy.
Lema 1.2.1 Se cumplen las siguientes igualdades:
1. 00 = 1€p0;, donde

1 permutacion par de (1,2,3),
Ejw = —1  permutacion impar de (1,2,3),

0 indice repetido al menos dos veces.
2.0-Ac-B=A-B+ioc-(ANADB).

3. a~£U'V:£V+E-(x/\V).
] R

1
4. 81 L =—-x ANV. Entonces
i

5 (0-LY40-L=1I2
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6.
o-V(lo+o-L)+(Iy4+0-L)o-V=0.
A xXr
(1 L)+ (1 Lo — =0.
o |x’(2+a )+ Iy 4+0-L)o 2

7. (Iy+ 0 - L)? > 1y, es decir, {(Iy + o - L)%, ) > (1, 4).

Demostracién:

1. Se puede verificar para cada indice.
2. Usando la igualdad del item 1.
oc-Ac-B = (O'jCLj)(O'kbk) = O'jCLjO'jbj + Zajakajbk
i#k
= A'B+izgjklo-lajbk = AB+ZO’ (A/\B)
ik

3. Tomando A = |ﬁ y B =V, y usando la igualdad del item 2, se tiene

x|

ooV =V Aio- (i/\v> :iv—i-ﬁ-(x/\V).
|z |z |z] EI——
4. Analogamente, usando la igualdad del item 2, obtenemos
0'-V0'~£—0‘-£0‘-V=Vi+i0" (V/\i> S P (i/\V)
|z |z |z =) |zl |z
—vI - 2V -2 (ﬁAv>
[ 2| |z
2 2 2
=—+—0-L =—-(lb+0-L).
[ |z r

5. Desde que L A L = iL, obtenemos
(0-LY?=0-Lo-L=L-L+ioc-(LANL)y=L*—0-L.
6. Primeramente probamos la anticonmutatividad de o - V y I, + o - L. Haciendo las
cuentas, obtenemos
o-VIo+o-L)+(Io+0-L)c-V=20-V+0-Vo-L+o-Lo-V,

de esta igualdad, bastara probar que 0 - Vo - L + o0 - Lo -V = —2¢ - V. Usando la

identidad del item 1, se tiene

0-Vo-L+0-Lo-V=V-L+ic- (VAL +LV+ioc-(LAV) (1.18)

A continuacién reducimos uno a uno los sumandos de la ecuacion (1.18).
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e Como estamos trabajando en R3, denotamos x = (1, T3, x3), entonces

i gk
L=—ix ANV =— r1 X9 T3 | = —1 (.%‘283 — 13382, Igal — xlag,l‘lag — 1’281)
O Oy 05

e Entonces, usando la igualdad 0;0; = 0;0;, se tiene

V-L=-—3 (x28183 — Igalag,) —1 (Igagal — x18283) —1 (1’18382 — 1:2(9381) =0.
(1.19)

e Analogamente

L-V=— (x283 — ZE382) 81 —1 (1]3(91 — x183) 82 —1 (13182 — $2c91) 83
= —1 (.1'28381 — 513'38281) —1 (:c38182 — 1'18382) —1 (%18283 — .1'28183) =0.
(1.20)

i j k
VAL=—=VA@&AV)=—i o D 03
T903 — X309 x30;] — 1103 109 — 20
= —i(0g(2107 — x201) — O3(x307 — 1103), 03(x205 — w305) — O (2102 — x201),
O (2307 — x103) — Do (2205 — x305))
= —i(21(05 + 03) — 20, — 120,0; — 130501,
T9(05 + 0%) — 20y — 130305 — 11010,
13(02 + 03) — 203 — 210103 — 290203).

i ] k
V- L=—i(x AV)AV = —i| 2505 — 230, 1301 — 2105 105 — 20,
o Oa 03
= —i(x30,05 — x18§ — 2105 + 290104, 11050, — 1207 — ang + 130503,
090305 — 1305 — 1307 + 110301)

e De las dos tlimas identidades se sigue que

ic-(VAL)+io-(LAV)=01(—201) + 09(—202) + 03(—205) = —20 - V. (1.21)
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Reemplazando en (1.18), las igualdades (1.19), (1.20) y (1.21), obtenemos
c-Vo-L+o0-Lo-V=-20-V,

de lo cual se sigue la primera igualdad del item 6.

A continuaciéon, probamos la segunda igualdad del item 6. Desde que
_ T _ _ _ x _
V(e |x\f) — - <_ﬁe ‘x|f+e a:lvf) = —¢ Iw\g.ﬂf+€ Iw\g.vf’
x x

se cumple la identidad

- ] Y (e"xl) +o-V. (1.22)

Denotamos A = o - |$—|(]IQ +o-L)+(Iy+0-L)o- ﬁ Entonces, aplicando repetidas
T T

veces la igualdad (1.22), se tiene

A=20- +o0- v co-L+4+o- LUi
|| ] |z]

:2(—e“a-V(e |I|)+U'V)+<—€ 0~V(67|“|)+0-V)0'-L
+o-L(—elo-v () +0-V)
= —2@'””'0-V( —Iw\) —|—20-V—e|m|0-V(6_|""a-L) +0-Vo-L

—0~L(‘x|0 V( |m|))+a Lo -V
= 2ellg v () - V(e ¥lo L) — o L(cFlo- V(e )
:—26|Z|O"V( |x‘)+a ma L—0c-Vo-L—¢® U~L'U~V(e*|x|)

S P v/ (ef\xl> —eltlg .y (eflzl) — el LoV (e*\xl)

+o- L Lo Vo-L
]
—el® O"V(e_x|)—6x|J'V(Hd+U'L)(€_|I)+0-’i—‘U-L—U'VU'L

—e|x0~V(ex|)+ex|(1[d+a~L)a~V(e|z|)+0'|x—|a'L—o~Va~L
x

o-V (efm) +ello v (efm) +ellg Vo L (e*m)

+o- |$—|0 L—0-Vo-L
T

= cllg . V( e L) ‘i|U-L—O'~VO'~L
x

- <elwa.v(e—wl)+o— L. V> (0-1)=0

2]
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7. Sea A un autovalor del operador Iy + o - L asociado a la autofuncion v, es decir:
(Io+ 0 - L)Y = M.

Entonces, por el item 6, se obtiene la igualdad

T xT

(Io+0-L) (O‘-%)Qﬂ:—J-—(H2+U'L)¢:—U-—()\¢):—/\U-

|z] |z]

L. (1.23)

|z]
X

Luego, —A también es un autovalor de I; + o - L, asociado a la autofuncion o - mdz.

Asi, aplicando el teorema espectral al operador o - L, obtenemos
spec{ o - L} ={ =X} jen U{ Mk} ken 5 Ajypk > 0.
Del item 5, se sigue que (o - L)> + 0 - L > 0, entonces

0<(((o-LY? 4+ 0 L) 1bj,bj) = (Njb; — Ajabj,by) = A3 — XNj = Ai(A; — 1),

Asi, A\; > 1 para todo j € N. Entonces, desde que \; —1 y 1 + p, son autovalores
positivos de [y + o - L, para cada j € N, existe un k£ € N tal que

Luego, A\; > 2 para todo j € N.

Ahora, sean (v¢;)jen, (¢r)ken las familias autonormales de autofunciones asociadas,

respectivamente, a los autovalores positivos y negativos del operador ¢ - L. Entonces:

f= Z(f, Vi); + Z<f7 Pr) P, (1.24)

jEN keN

(I +o-L)f =Y (L= M)y + > (14 m){f, o). (1.25)

jeN keN

Haciendo las cuentas, obtenemos
((Ta+ 0 - Ly, 5) — (W5,05) = (1= X)° =120 , jeN

(I + 0 - L)*or, 1) — (prion) = L+ ) —1>0 , keN.

Asi, (Iy + o - L)?> — I, es un operador positivo tanto en su proyeccién positiva como

negativa, como se queria probar.
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Observacioén 1 Denotamos por v y ¢y los autovalores negativos y positivos del operador

Iy + o - L, respectivamente. De la ecuacion (1.25), se sigue que

(2o L) =Y N{f i)+ Y mlf, ondon = PHf — P f, (1.26)

jEN keN

donde P y P~ denota la parte positiva y negativa del operador Iy + o - L, respectivamente.

Sea | € N, de la ecuacion 1.23, se sigue

(P+a - iPJF) 1= <P+a : i) (M) = =P P~ (04 : %%) =0. (1.27)

] ]

Andlogamente

(P—a : ﬁp—) b =0, (1.28)
x
Por el item 6 del Lema 1.2.1,

: (1.29)
|z |z |z |z

aplicando P y P~ tanto a la derecha como izquierda de la igualdad (1.29), y de las identi-
dades (1.27) y (1.28), obtenemos

—Pta-—P =a-—P =Pta-—, (1.30)
|| || ||
y
—Pa-“Pt=a —Pr=Pa . (1.31)
|z |z ||

Desde que PT es un operador proyeccién y de la igualdad (1.31), se obtiene

2 z o T [ gpva ©
[ pia-pri= [va-Zpepe = [sup-a- D= [spia- Spe,

ya que P*, 3, a- son operadores autoadjuntos, el primero conmuta con 3 y los dos primeros

conmutan con « - ﬁ

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Hardy para la ecuacién de Dirac)

2
%dﬂﬂﬁ/’(@-V+imﬁ+eﬂ4)w]2]a:\dx , m>0,eeR.
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Demostracion: Parte principal de la demostracion radica en estimar una cota para la can-

tidad

2Re/ (a-V4+impB + ely) o - %(Pﬂb — P=). (1.32)
Por un lado, se cumple la igualdad
2¢1m/5¢a : %(Pﬂ/) — P-y) =0. (1.33)

En efecto, usamos el hecho que Imz = (= — Z). Entonces:

(1.33) = / Bua- (P Pu) - / T (PF0 = P0)

- o e [ gy [

(Josr e [ ) (o o )
(g o ) - ([ge f o )

([ fes) - (f i e [ )

:/(P_ —P+)¢<6a-i+a-iﬁ)¢20,
|z ||

ya que « -

x .
— anticonmuta con /.
7] t t B
x

De manera analoga, se cumple la igualdad

x — —
Re/@ba-m(Pﬂb—P ¥) = 0. (1.34)

Reemplazando las igualdades (1.33) y (1.34) en (1.32), se tiene

T (Pt — Py).
(1.35)

2Re/(oz~V+imﬁ+eH4) @/Joz-i(Pﬂp—P—@b) :2Re/a~V@/Joz

]
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Hacemos las cuentas para calcular una expresion reducida de (1.35). Por un lado, se tiene

ke [a-Vvar TP = [a-vua- Lpis [@ 00 p
:/avwa%P+P+¢+/mOK%P+P+¢

:/a.ia-VPWP—w—/a.Va-iPWP_ﬂp (1.36)

| ]

:/<a-ia-V—a-Voz-£)P+1/1P—+¢

|z] ]

1 _
- / H(L +a- L)P P,
x
y de manera andloga, se tiene

2Re/a-wa-ip¢ = —2/%(Hd+a-L)P—¢P—¢. (1.37)

|z]

Reemplazando (1.37) y (1.36) en (1.35), obtenemos

(1.32) = ’—2/L(H4+a-L)P+wP—+¢+2/|?1|(H4+a-L)P‘@bP—@Z)

z|

> 2/% (1Pl + 1Pl (1.38)

L
—2/|x||w|.

Por otro lado, por Cauchy-Schwarz, se tiene

1(1.32) =2 Re/|x|l/2 (o V+imﬂ+eﬂ4)¢m%/2a-|§—|(]3+¢— P—zb)‘

. 1
<2 /|$|1/2 (a'v+lm5+€114)¢|x‘—1/204'%(PWJ—P_@D)‘

T
o —

(P — P7y)

1/2 o\ 1/2
<2 (/ lz| [(ac- V +impB + 6H4)¢|2) = ) (1.39)

/
(o) ([ ot )
J

1/2
5 </ 2| [(c- ¥ + imB + 6114)¢|2)
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Finalmente, de (1.38) y (1.39), se concluye la prueba. m

1.3. Teorema Virial
Sea la ecuaciéon de Schrodinger lineal
o =iy reR? teR. (1.40)

. . 2 2 -
Haremos unas cuentas para estimar la cantidad [ |z|” |¢(z, t)|” dz, la cual esta relacionada
con la posicion de la particula en un tiempo t. Para esto, procedemos de manera formal.

Consideramos dos funciones, una radial ¢(x) = ¢(|x|) y la otra h, definida por

W) = / o) (1) do, (1.41)

donde ¥ es solucién de la ecuacién (1.40). Denotamos 9yt = 1), entonces

d _ - - _
i (2, t)* = vh + iy = i (A — pAY) = idiv (Vi) — ¥ V) = —2divim (Vi) .
(1.42)

La primera derivada de la funcion h viene dada por

B(t) = / ¢(g;)% o (z, t)|* dz = —2Im / ¢div (Vi) = 2Im / VoV, (1.43)

La segunda derivada de la funcién h viene dada por

V%@ + V@DE)
V(iA) + Vi (—iAy))

I
~
=
—
<
©

— 2Re / Vo (V(AY)) — Vi (A))

—2Re [ AUY(V67) - VVATVS

— 2Re / — (AYAGY + APV V) — VYAV

— _9Re / ApAGY — 2Re / AYV ¢V — VYAV
= —2Re / AYAGY — 2Re / Vo(AYVY + AYVip)

= —2Re / AYAP) — 4Re / VoAV
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= —2Re / AYApp — 4Re / VoAV
= —2Re / AYAGY + 2V oA YV

1
— 4Re / A (wpv + §A¢> D
— —4Re / AYAY = 4Re / VYV AY,

1
donde A = VoV + §A¢. Por lo tanto, al ser A un operador antisimétrico, obtenemos

R (t) = 4Re/V¢AV@/) + 4Re/V¢(VA — AV)yY = 4Re / Vi)(VA — AV ). (1.44)
Ahora calculamos el respectivo conmutador
(VA= AV) ¢ = V(Ay) — A(VY)

v (ww + %(Acw) - (wwvw " %(A@w)

= AGV) + VoAY + % (VA + ApV) — VoA — %Agbw (1.4)
= (Aw + %vm) .
Por otro lado, se verifica
2Re / YVAPVY = / YV APVY + / YV APV
— [ Vi(vson) + [ vevac
- ( [ 52610+ TYAGVY + u(a%0) + wmww)
= —2/A2¢|¢|2 - QRe/wAgva.
Entonces
QRe/zz;VAqva: —/A2¢|¢|2. (1.46)

Reemplazando (1.45) y (1.46) en la ecuacion (1.44), obtenemos

h'(t) = 4Re / Vi (A¢V + %VA¢) (G

— 4Re / VY ASVYD + 2Re / VYV Agh
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—1 [ Voadvi - [ s,
Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 1.3.1 Sean ¢ una solucion de la ecuacion (1.40), ¢ una funcion radial y h definida
por (1.41). Entonces

w0 =1 [ VeadTo - [ sl

Si ¢(x) = |z|°. Se cumple que
Ap=21; , A?p=0.

Por lo tanto, el siguiente corolario es consecuencia inmediata del Lema 1.3.1.

Corolario 1.3.1 Si ¢(z) = |z|*. Entonces

B(#) = 8/|V¢(m,t)|2dx.

Si ¢ es una solucién de la ecuacién (1.40), entonces la funcién [ [ (x,t)|*dx es constante.

En efecto, de la ecuacién (1.42) obtenemos

%/\w(:c,t)ﬁdx = —2Im/div (Vo) = —th/wv%r Apr) = 0.

Como V1) también es solucién de (1.42), se cumple

%/|V¢(x,t)|2dx = 0. (1.47)

Teorema 1.3.1 Sea 1) una solucion de la ecuacion (1.40), con condicidn inicial Vo(x) =
¥(z,0). Entonces

) = [ 1ol oo da
es una funcion convexa. Mds aun, es una funcion polinomica de grado 2.

Demostracién: Denotamos las constantes
o= [l W@ . b= [ 190a) . (1.48)

Por el corolario 1.3.1 y de (1.47), h”(t) = 8b > 0. Por lo tanto, h es una funcién convexa.
Més aun
h(t) = a+ R (0)t + 4bt>.
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Lema 1.3.2 Sea 1 una solucion de la ecuacion (1.40), con condicidn inicial 1. Entonces

a. Sive R la funcion ¥, (x,t) = e~ H2 (1 — 2ty t) también es solucidn de (1.40),
con condicion inicial ¥, (z,0) = e~ %ey(x).
b. Si g € RY, la funcidn entonces ™ (x,t) = (x — x0,t) también es solucion de la
ecuacion (1.40), con condicion inicial Y™ (x,0) = o(x — xp).
Observacién 2 (Sobre 1/(0)) En la demostracion del Teorema 1.3.1, se puede considerar
h'(0) = 0. Esto se puede hacer observando que h(t) ha de tener un minimo en un cierto punto

t = tyg. Basta enctonces hacer una traslacion en el tiempo. Otra posibilidad es la siguiente.

Observese que si Y (x,t) es una solucion de la ecuacion de Schrédinger
o) = 1A, (1.49)

con condicidn inicial Yo (x), entonces (x, —t) también es solucidn de la ecuacion de Schrédin-

ger, con condicion inicial Yo(x). Por lo tantom, las cantidad a y b definidas en la prueba del

Teorema 1.5.1, son las mismas para ambas soluciones. Por lo tanto,

) = [ o) e de = [ ota) 500 do = [ o) e ~0) di = h(-).

Entonces

a+ W (0)t +4bt* = h(t) = h(—t) = a — W' (0)t + 4bt*,
ast, W (0) = 0 y h(t) = a + 4bt>.
A continuacién, hacemos una cuenta formal para derivar la desigualdad de Heisenberg-
Pauli-Weyl. Para lo cual, procedemos tal como en la primera secciéon de este capitulo. En

L? (Rd) consideramos los operadores SvY = zp y Ay = Vi) y calculamos su respectivo

conmutador
(SA = AS) ¢ = S(AY) — A(SY) = S(VY) — A(xy) = 2V — V(29p) = —dy.

Entonces

1/2 1/2
i [ ot = ~tsa - asys,) < 2ol Lol =2 ( [1aP1or) ([1902) . ws)
La desigualdad (1.50) es llamada desigualdad de Heisenberg-Pauli-Weyl .
Sea una ¢ solucién de la ecuacién de Schrodinger con condicién inicial 1g(x) tal que

||¢0||i2(Rd) = 2/d. De la definicién de las constantes a y b, y la desigualdad (1.50) aplicada a

1y, se sigue que 1 < ab. Entonces

4
h(t) = a+ 4bt* > a + 12,
a
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donde la igualdad (1 = ab) se cumple si y solo si existe una funcién ¢ tal que (S + A)p = 0.

Tal funcién existe y se trata de la gausiana ¢(x) = K e~ lel?/ 2 donde K es una constante tal

2
que ||<P||L2(Rd) = 2/d.

Lema 1.3.3 Sea v una solucion de la ecuacion Opp = (S + A), donde los operadores S y A
son simélrico y antisimétrico, respectivamente. Si [S; A] = SA—SA > 0, entonces la funcion

H(t) = (1, ) es logaritmicamente convexa.

Demostracién: Calculamos la primera y segunda deriva de H.

H(t) =
H// (t)

)+ (s ) = (S + A, ) + (4, (S + A)p) = 2(SY, ¢).
<(5¢)t, V) + (S, )
(Sthe, ) + (S, ¢y))
(1, SY) + (S, )
((S+ A, SY) + (Sv, (S + Ay, ¥))
(S, SY) + 2((SA — AS)Y, ¥).

(¥
2(
2(
2(
2(
4

A continuacion, calculamos la segunda derivada de log H.

. H' / H'"H — (H' 2
(log H)" = (E) = T
_ (4S9, 59) +2((SA — AS)y,¥)) (¢, 9) — (2(S%, ¢))*
(¥, ¥)?
_ ALISYIP II” — 4(S0,9)* | 2((SA— AS)p, )
= 7 + 2
] Il
2((9A — AS)P, )
- [kl a
El resultado se sigue de esta desigualdad. [ ]

Ejemplo 5 En el espacio L*(R), consideramos S =0 y A = i0,. Es claro que los operadores
S y A son simétrico y antisimétrico, respectivamente. Como SA— AS = 0, por el lema 1.5.3,

se cumple la desigualdad

[t nias<( | |¢<x,0>|2dx)l2t (/ |¢<x,1>|2dx)5

En particular, si ¥(z,1) = 0 y ¥(z,0) € L*(R), la solucidn de la ecuacion dpp = 10,1
es idénticamente nula. Andlogamente, se obtiene desigualdad para los pares S = A A =0y

S =0,4=iA.
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Teorema 1.3.2 Sea ¥ una solucion de la ecuacion Opp = 1Ay, Sean X > 0 y la funcion H
definida por
H{(t) = /62Alxl2 [¢(x,1)|* da,

tal que H(0) + H(1) < co. Entonces log H es una funcion conveza.

Demostracion: Usamos el lema 1.3.3 para probar que la funcién log H es convexa. Segui-

damente, enunciaremos un lema previo para probar que H(t) < co.

Sea ¢(x) una funcién radial y H(t) = (e*, ey) = (f, f), donde f = e*1). Entonces:

A = Ale™f) = divV(e *f) = div(—=AVpe *f 4+ e *V )
= - MAge™f + Vo(—AVe ™ f + eV [)) + (=A\Voe V[ + e Af)
= M M f+ X |Vo[P e f — A\VWee V[ — A\Vee V[ + e Af
= e M(AAGS + N2 VY f — 2\VeV f + Af)
= e M((NVo|* 4+ A)f — (AAG + 20V V) f).
Entonces
Of =y =i AY = i(AN2 Vo> + A)f —i(AMAG +2\VeV)f = (S+ A)f,  (1.51)
donde S = —iA(A¢ + 2VpV), A = i(\2|V¢|> + A). Es claro que los operadores S y A son
simétrico y antisimétrico, respectivamente. Ahora calculamos el conmutador [S, A].
1S, Al f =S (iN2|]” f +iAf) — A(—iMAGf — 2iAVe - V f)
= —iAAG (IN|V@|* f+iAf) — 2iAV -V (iX Vo[ f +iAf)
— iIN Vo (miIAAGS — 2IAV - V) — iA (—iAAGf — 2iAV ¢ - V f)
= NAG|VO|* f + ANAGAf — 20NV - (iX*V ([Vo[* f) +iV(AS))
— N |Vo* Agf — 20 Vo]’ Vo - Vf = AA(Agf) — 20AA (V¢ - V f)
= NA¢ VP> f + ANAGAS +2X°V - V (V8] f) +2\V¢ - V(AS) (1.52)
— X |VoI* Agf — 20 |Vo]* Vo - Vf — AA(AGf) — 20A(A¢ - V)
= ANAGAf + 22XV -V ([Vo*) f+ 203 |Vo[° Vo - Vf +2\V¢ - V(AF)
—2X° V9| Vo - Vf = MA(Af) = 2AA (Ve - Vf)
=2X°V -V (|V@]?) f +2)\V¢ - V(Af) — AAZ@f — 2AV(A¢) - V f
—2ANVG-Vf) =T +IT+TIT+IV+V
A continuacion calculamos uno a uno los términos

I=2)\Y"0;00; (IVe]*) f = 9;00; (Z <ak¢>2> F=4NY"0,00u000f  (1.53)
J J J.k

k
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J k 3k
Jj k 5k

IV = —2) Z 9;(AP)Df = —2A Z d; (Zk: akk(p) d;f = —2\ zk: Qe 0, f (1.56)
J J J

V=-21) 0 (Z OO f) = —2)\)  OhjjOkf — ANk @Ok; f — 200400ks5f  (1.57)
J k Jk

Reemplazando las igualdades (1.53), (1.54), (1.55), (1.56) y (1.57) en (1.52), y reduciendo

términos, se tiene
[S,A] f = (AN*D?¢ - VoV — ANV - (D*¢V:) + AA%Q) f,

donde D?¢ denota la matriz de las segundas derivadas de ¢.

Para ¢(z) = |z|°, se tiene las igualdades
Vo=2z , AN’¢=0, , D*¢=2l,.
Entonces
((54-48)1.1) = [ 15,417 = A (3%2 [k +s | IVf|2> > 0.

Por el lema 1.3.3, la funcién log H es convexa. De hecho, se puede refinar esta cota por un

nimero estrictamente positivo. En efecto, por la desigualdad de Heisenberg-Pauli-Weyl, se

sa [1o7 < (e [ |w|2|f|2>1/2 (/ IVf|2>1/2
< (e fuarire) v 5 (f1orr)
=2 [ a4 5 [ 191

Multiplicando a ambos mienbros de la desigualdas por 16\, ontenemos

tiene

(SA — AS)f, f) > 16\ / P> o.
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Lema 1.3.4 Si 1 es una solucion de la ecuacion Opp = (S + A), donde los operadores S y

A son simétrico y antisimétrico, respectivamente. Entonces

/On’(t)H’(t)dt:n’H|(1)—/0 ' (t)H (t)dt. (1.58)

Ademdas, si consideramos una perturbacion del sistema inicial: Opp = (S + A)p + V(x, ),
entonces

1

| om o= 2o -2 [ agisvandee2me [ yomene e 15

0

Demostracién: Sabemos que (n/H)" = n"H+n'H', integrando de 0 a 1 y usando el Teorema
Fundamental del Célculo, se sigue la igualdad (1.58). A continuacién mostramos la igualdad
(1.59).

H'(t) = (e, ) + (@, ) = (S + A)pp + VU, ¥) + (4, (S + A)p + V)
A)ih, ) + (4, (S + A)0) + (Vb 4) + (¢, V)

(S
(59, 4) + 2Re(V, ¢),

o
(
2
por lo tanto:

1 1 1
/ W H'dt = 2 / (St ) + 2Re / WOV (- 0, )t
0 0 0
1 d 1
= 2p(S0 03 =2 [ 0 (Sv.0) + 2Re [ OV 00t

Observacién 3 (Recuperacién de la funcién H) Sea ¢ una solucidn de la ecuacion de
Schradinger con potencial, Oyp = (S + A)p + V(z,t)y. Entonces

(50,0} = ((S0)r8) + (56,15) = (St ) + (S0, 4h) = {th, SU) + (S, )
(5 + AW+ Vi, §6) + (S0, (5 + AW+ Vi)

(5 + AV, S6) + (V3. 54) + (59, (5 + W) + (59, Vo)

2

(S, SY) + ((SA — AS)Y, ) + 2Re(Vyh, Sy).

(
(

Luego, de las igualdades (1.58) y (1.59), obtenemos

/ 1 ! ! _ 1 ! d 1 ,
Wl = [ O = 20500l <2 [ a(Se )+ 2Re [ WO o
= 20(Sv¥, )5 + 2Re(V, Sy)dt
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9 /0 n[2(S%, SU) + (SA — AS)i, ).

Imponiendo que n(0) = 0 =n(1) de manera que el término n{Sv, V)| se anula, entonces
1 1 1
1 [ wisv.sey v [ a(sa- Ay~ [ roHEO
0 0 0

1 1
— L/ H|) 4 2Re / o (V) ) dt — 2Re / n(V, St
0 0

De esta igualdad, si consideramos funciones n con suficiente reqularidad y, por ejemplo,

st Ve L™, se puede recuperar la funcion H.

1.4. Ecuacién del calor vs Ecuacién de Schrodinger

En esta seccién las cuentas serdn hechas de manera formal. En R¢, es conocido que la

solucion fundamental de la ecuacién del calor, vy = A, viene dada por

Ole.1) = e At (1.60)

Sea a > 0 y hacemos el cambio t +— t + ia. La funcién ¢.(z,t) = ¢(z,t + ia) también es

solucién de la ecuacion del calor y, por (1.60), se tiene

o[ t|z|” ialzf”

A2+ a?), 42 +a?)

1 TA(t +ia)
b, t) = W@ 4t +ia) _ me

Estudiemos la dindmica de ¢, a medida que pasa el tiempo.

= Para t = 0, se tiene

B 1 =l Eds
Rpe(x,0) =R t 7€ 4 ~ COS (T)

= Para t = na, con n € N, se tiene

2 2 2
na |x| ia|z| n |zl

¢e(T,n0) = ﬁeél(n?a? + a?) . 4(n2a? + a?) 674a(n2 +1)
na 1a

la cual es una funcién gausiana centrada en 0 y de base (2a (n + %) ) 2 Intutitivamente
esto refleja que para valores 0 < a < 1, la soluciéon es muy concentrada alrededor

del origen; y para valores de a > 1, la solucién se difunde alrededor del origen. De
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hecho, podemos calcular explicitamente el valor critico del tiempo en el cual cambia la

dindmica. Basta con hallar el méximo de la funcién f(t) = — : para lo cual,

4(t2 + a?)
calculamos la derivada de f.

4% +a®) — t(8t)  4a® — 4¢*

O =—""var ~@Erar

Esta derivada se anula en ¢y = a. Esto corrobora lo que intuitivamente notamos. Es
decir, desde el tiempo 0 < ¢ < a, la solucién se esta concentrando alrededor del origen vy,
en el tiempo ty = a alcanza su maxima concentracion; para luego empezar a difundirse.

Atn asi, mantiene su forma de gausiana.

Por otro lado, si hacemos el cambio t — it + a, la funcién ¢s(x,t) = ¢(z,it + a) es una

solucion de la ecuacion de Schrodinger ¢, = 1Avy. Entonces

jaf* alz|” it |z|”

At +a) _ A2+ a?), A2+ a?)

¢s(x7 t) =

(it + a)72° (it + a)i2”

Veamos la dindmica de ¢, a medida que pasa el tiempo.

= Para t = 0, se tiene

s
¢s(x70) = Wé 4a )
la cual es una funcién gausiana centrada en cero y con base (2a)/2.
» Para t = na, con n € N, se tiene
alaf’ it |«|” o
¢s(z,na) = 1 6_4(712@2 +a?) jA(n%a? + a?) 6_4a(n2 +1) ’

(na + ia)¥/?

la cual es una funcién gausiana centrada en el origen y de base es (2a(n? + 1))Y/2.

Notemos que esta cantidad crece mas rapido que la base encontrada para la ecuacién
del calor, es decir a medida que pasa el tiempo, la solucién de la ecuacién de Schrodinger
se disipa rapidamente, a pesar de que en el tiempo t = 0, se comportaba como una

sinoidal. Esto es debido a que la funcién f(t) = —m alcanza su maximo en
to == 0



Capitulo 2

Extensiones autoadjuntas del

operador de Dirac I

El hecho de tener operadores auto-adjuntos es una informacién fundamental en la mecani-
ca cuantica. Es por ello que en este capitulo se estudian diferentes potenciales para los que se
puede construir una extension auto-adjunta del operador y se detalla en cada caso el dominio
de la extension. En particular, se estudian los potenciales electromagenticos con singularidad
de tipo Coulomb. Comenzaremos definiendo conceptos basicos que se utilizaran una y otra
vez a lo largo de este tema, tales como, operador simétrico o extensién auto-adjunta y men-
cionaremos algunos de los resultados ya existentes. En el segundo apartado enunciaremos el
teorema principal, que es un teorema de existencia y unicidad de una ecuacién en derivadas
parciales. Este teorema servira para demostrar el resultado sobre extensiones auto-adjuntas
que se enuncia en el tercer apartado. Finalizaremos dando algunos ejemplos de potencia-
les que se consideran en los teoremas principales. Para un mayor detalle de los resultados

mostrados en este capitulo consultar el articulo ([5]), y las referencias contenidas en el mismo.

2.1. Operador de Dirac y extensiones auto-adjuntas

Consideramos el operador de tipo Coulomb con potenciales Hy = —ia - V+mpfy H =
Hy+V, donde Hj es el operador de Dirac libre. La ecuacién de Dirac con potencial matricial

V viene dada por

i0p)(x,t) = Hp(z,t).

En este capitulo estudiamos bajo qué condiciones sobre el potencial V, el operador H es

autoadjunto. Propiamente hablando, se mostrard que si V es simétricoy sup |z|||[V] < 1,
2€R3/{0}

entonces H es autoadjunto en un subespacio de L? (R?,C*). En este capitulo consideramos

23



24 2. Extensiones autoadjuntas del operador de Dirac I

la norma ||[V|| = sup (Vay, Vap)'/2.
l¢ll=1
Previamente, damos la definicion de operadores simétricos, autoadjuntos y esencialmente

autoadjuntos. Sea T': D(T) C H — H un operador densamente definido en un espacio de
Hilbert H. Definimos el conjunto

D(T*)={v e H | TY* € H tal que (T, )y = (p, 1" )3 para toda ¢ € D(T)}.

Para cada i € D(T), ¢* € H es tnico. En efecto, si (T'p, ¥) = (¢, ¥]) v (Tp, ) = (p,¢3),
para toda ¢ € D(T). Entonces

(o, 07 —v35) =0, o e D(T).

Desde que D(T') es un subespacio denso de H, se sigue que ¥; = 3. Por lo tanto, la
aplicacién T* : D(T*) C H — H dada por T*¢ = ¢)*, esta bien definida.

Definicién 2.1.1 Sea T': D(T) C H — H un operador densamente definido en un espacio
de Hilbert H. El operador T se llama adjunto de T'.

Definicién 2.1.2 Un operador T : D(T') C ‘H — H, densamente definido en un espacio de
Hilbert H, se llama simétrico si T C T*, es decir, si D(T) € D(T*) y Ty = T* para toda
v e D(T).

Definicién 2.1.3 Un operador T es llamado autoadjunto si T = T, es decir, si T es
simétrico y D(T) = D(T™).

Teorema 2.1.1 Sea T un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
a. T es autoadjunto.
b. T es cerrado y ker(T* + i) = {0}.

c. Ran(T +1i)="H.

Definicién 2.1.4 Un operador T : D(T) C H — H, densamente definido en un espacio de

Hilbert H, se llama esencialmente autoadjunto si T es autoadjunto.

Corolario 2.1.1 Sea T' un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

a. T es esencialmente autoadjunto.
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b.

C.

Ker(T* £14) = {0}.

Ran(T +i) =H.

A continuacién un repaso breve de la literatura.

El operador Hy = —ia - V + mf3 es autoadjunto en H'(R3 C*). Intuitivamente H,
describe los movimientos realtivistas de particulas con spin 1/2 y sin interaccién entre
atomos o fuerzas externas. Este es un modelo idealizado, por lo cual, para hacerlo méas

realista, se adiciona un potencial V.

Kato '80. Si |Vj;| < §+bcona < 1,b> 0y Vj; es el término ij de la matriz V. Entonces

Hy + V es esencialmente autoadjunto en C° (R3, C*).

Weidmann '71. 8i V = I,. Entonces, H es esencialmente autoadjunto en C° (R?, C*)

si y solo si |v| < \/73 y es autoadjunto en H' (R3 C*).
Wiist '73. SiV = %L, con v < 1. Entonces H posee una tnica extension autoadjunta
de H tal que D(T) C D(r=1/2).

Schimcke '76. Para el caso anterior, prob6 que existe una tnica extensién autoadjunta
de H en C (R3,C*) con D(H) Cc H'/2.

Esteban y Loss, 2007. Si H = Hy + 5l tal que v <1y A € (—1,1). Si

1 o - V| /
< +(1+A) cLi.
/mwf‘/l—#+A o > i

entonces, H es esencialmente autoadjunto en cierto dominio D.

0

SiV = ( u(;l ), donde w; es una funcion real o una medida, wy > 0y m > 0. Si
w2

<1

Wparaizl,Qy

[rior < [TV o [or

entonces, H con dominio D C (L2 x H(R?)) es esencialmente autoadjunto.

Observacién 4 Los resultados anteriores no comprenden el caso de los potenciales electro-

magnéticos, como por ejemplo:

Y A
R 0'.
V= || v
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donde A es un vector con singularidad de tipo Coulomb. Es por ello que para este tipo de
potenciales hay que desarrollar un método diferente. En este caso, se hace uso de extensiones
autoadjuntas. En este caso hay que desarrollar un método diferente, ya que, por el momento

no se sabe probar el andlogo a la desigualdad anterior para el caso magnético.

2.2. Existencia y unicidad de solucién de una EDP

En el Teorema 1.2.1 del capitulo 1, se probd la desigualdad de Hardy para la ecuacion de

Dirac:
v?

2] da:</\za V +mpB +eily) Y |z|de , m>0ecR. (2.1)

Ademas, se puede probar la desigualdad del siguiente lema, la cual utilizaremos en la prueba

del teorema principal de este capitulo, Teorema 2.2.1.

Lema 2.2.1 Se cumple la desigualdad:

8
§/lx|\oz-v¢\2§/|(a~v+imﬁ:l:d[4)z/z|2|xldx , m>0,eeR.

Dichas desigualdades son necesarias para la demostracién del teorema que sigue. En las
sucesivas integrales, cuando no se indique el dominio de integracion, se estd integrando en
todo R3.

Teorema 2.2.1 Sean [ € L*(R?,C*) y V una matriz simétrica tal que sup |z|||V| =

2€R3/{0}
c < 1. Entonces:
» Eriste una tinica ¢ € L* (R3 C*) tal que
/¢ (H +1i)p /fcp , para toda p € L?, (H +1i)p € L. (2.2)
» Eziste una tnica ¢ € L* (R?,C*) tal que
/@/} —1) /fgo . para todap € L*, (H —i)p € L*. (2.3)
Ademds:
120, < 111, (2.4)

1
/ e <Clng L c>o (2.5)
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/| el S <Ol ¢ >0 2.6)
z|<1

[l g2 < Clfll, € >0, (2.7)

Sean fi1, fo € L? y sus correspondientes 11,1s € HY?. Entonces

[ it~ o= 23)

Demostracion: Dividimos la prueba en varios pasos. Primeramente, probamos que H es
simétrico en un subespacio denso de L2. Luego, usando argumentos de densidad probamos el

resultado.

1. Sea D = {4y € L2(1+ |z|) | HY € L*(1 + |z|)}. Entonces, para todo f € L2(1 + |z]),
existe un tnico ¢ € D tal que (H+i)y = f.

En efecto,
(H+i)p=f
— (ia-V—mp—i+V)y=f
1/2 1/2
x . N T 1 1
<:>H—1/2(ZQ-V—mﬁ—Z)‘ ’1/27,0—# 7z 1/2|a7|V1/):f
|z |z |z [

. . 1 1
= |2 (ia - V = mB — i) [« Y TV = ]2 f
Xz X

_ 1
(K = J2|"? (ia- V = mB — i) 2| ,w = —5 0, F = |]"/? f)

]
— Kuw+ |z|Vw=F

(K=K =lal ™ Ga- 7 = ms— i) [« ?)
— ([+ K|z|V)w=Lw+ K |z|Vw=KF
— |K|z|V] <1

|K |z| VF|
<~ sup——— < 1
Fz0  |F]

= IK | VE| <o|F]l v <1
— /|K|x|VF|2 gv/|F|2

1/2 1 1/2 1/2 2 2
= [l e v = s =iy el al v (ol 5) [ <0 [ 1
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1
— /ﬂ‘(m'V—mﬁ—i)1|$|Vf\2§v/|x!!f|2 , 0<v<l.
x
Entonces, bastard probar la dltima desigualdad. De la ecuacién (2.1), se tiene

/é|(iOé'V+mﬁ:i:ei]I4)_1f|2dx§/|x|‘f‘2dm . f e LA(RY),

en particular, para |z| Vf y por la hipétesis sobre V, obtenemos
1
/ﬂ|(m~v+mﬂieiﬂ4)_l 2| Vf[2dr < /|x| 2| VP do < /|x| 2 da.
x

Por lo cual, el operador I;+ K |x| V es invertible. Asi, la ecuacion (I + K || V)w = KF
posee una tunica solucién, y viene dada por la serie de Neuman

o0

w=(I+K|t|V)" (KF) = Z;(—W(K 2| VY (K'F),
entonces B
= J2|"?w = |2 T+ K || V)™ (KF) = f;(—l)j o' (K [« V) (KF)  (2.9)
Desde que :

Ko = |2 (ia -V —=mp =) o] 2 Ja| = |27 (ia - V = mB — i) ]2,

KF = |z| 2 (ia-V —=mp —i) | 2 2)Y2 f = 2|7V (i - V —mpB — i)~ f.
Reemplazando estas igualdades en la ecuacién (2.9), obtenemos
Y=Y (=1) ((ia-V —mp — i)'V (ia- V —mB — i) f. (2.10)
=0

Una vez probado la existencia y unicidad de 1, ain queda por probar que pertenece a

D. Para esto, veamos algunas consideraciones:

(a) Sean ¥ = (ia-V —mpB +€ely) "' f y e = 1. Reemplazando en la desigualdad (2.1),

obtenemos

/‘ ||za V —mp +1i) 1f} /| Hf] (2.11)

Por hipétesis, f € L*(1 + |z|) C L*(|z|). Entonces, la desigualdad (2.11) implica
que (ia -V —mp+i)"1f e L*(1/|z|).
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(b) Sea g € L*(1/ |z|), entonces g/ |x| € L?(|z|). Por la hipétesis sobre la matriz V se

sigue que
1

Vg| <
2]

gl (2.12)
Lo cual implica que Vg € L*(|z|).

Por lo tanto, de las consideraciones (a) y (b), la serie ¢ definida por (2.9), es conver-
gente. Mas atn, ¢ € L*(1/|z|) y Vo € L?(|z|). Como (ia -V —mpB — i) + Vip = f,
entonces (ic -V —mf — i) € L*(|z]).

Por el Lema 2.2.1, ia - Vi € L*(|x]), entonces (—mgB — i)y € L?(|z|). Asi ¢ € L(|z|)
y de la consideracién (a), ¥ € L*(1/ |x|). Entonces:

1 B 1 1/2 N2
/szm—mwx\% < (/mW) (/|:c| le2> < 0.

Por lo tanto, f € L*(1+ |z|) y desde que Hy = f — i, Hip € L*(1 + |x]). Esto prueba
que para todo f € L%(1 + |z]), existe un tnico ¢ € D tal que (H + )¢ = f.

De manera andloga, se prueba el caso (H — i)y = f.

2. Como segundo paso en la prueba, mostramos que H es simétrico en D.

En efecto, sean 1,1y € L2(1 + |z|). Por el paso 1, existen fi, fo € D tal que

(H+ i)y =fr . (H—i)py=fs

Mas atin, de (2.10), se tiene las igualdades

oo

i = (-1 (G- V=mB =) 7V) oV —mf—i) "o (213)
Wy = Z(—l)j (i~ V —mB+i)" V) (ia -V —mB +i) " fo. (2.14)

Hacemos un breve paréntesis para hacer unas cuentas que usamos mas adelante.

Observacién 5 Teniendo en cuenta que (o - .V)2 = A y que a- anticonmuta con (3,

se tiene

(ia -V —mB+i)(ia -V —mpB —i) = (ia-V —mpB)? —i* = A4+ m? + 1.
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Entonces

(ia -V —mpB4id)! (ia- V —mB F i) (2.15)

TAYmEt1

(ia -V —=mpB£0)" = (ia- V)" — (mp)" £ (ily)" =ia-V—mpFi (2.16)

((ia-V—mB+i)™) = ((ia-V-—mB+i))" =(a-V-mBFi) ' (217

Retomando a la prueba del paso 2, tenemos que

(Hip1,v9) = ((H + 0)th1,12) — i1, o) = (f1,02) — i(¥1,2)
De (2.14)

= (f1,> (1) ((ia- V = mB + D) VY (i -V = mB+0) 7 fo) — i, o)

Jj=0

=Y (1 (=1 (i V= mB+i) V) (i V = mB+i) " fo) — i, )

= <¢17 f2> - i<1/’1a¢2>
= (Y1, (H — i)3a) + (11, ithy)
= <w17H1/J2>'

Por lo tanto, H es simétrico en D.

3. Para todo f € L*(1 + |z|), se cumple |||, < || f]]5-

En efecto, por el paso 1, sabemos que para todo f € L*(1+ |z]), existe un tinico ¢ € D
tal que (H + i)Y = f. Entonces

£l 2 oMl 2 > Tm(f,00) = Im((H + )b, ) = Tm(Hep, ) + Tm (i(e, ) = [[[]72

de lo cual se obtiene la desigualdad, ya que Im(H, ) = 0, porque los autovalores de

un operador autoadjunto son reales.



2.2. Existencia y unicidad de solucién de una EDP 31

4. En este paso, mostramos la existencia de la funcién ¢ € L?(R3, C*) tal que cumple la
igualdad (2.3) (la igualdad (2.2) es andloga).

En efecto, el espacio L?(1 + |z|) es denso en L*(R3, C*). Asi, para cada f € L*(R?,C*),
existe una sucesion (f,), oy € L*(1+|z]) tal que lim f = fen L*(R3,C*). Por el paso
1, para cada n € N, existe ¢, € D tal que (H + 1)1, = f,. Por el paso 3, se cumple la
desigualdad

|Um — Vnllre < fm — fullLz , para todom,n € N. (2.18)

Al ser (f,) una sucesién convergente en L?, en particular es una sucesién de Cauchy.
La desigualdad (2.18), implica que (¢,) es una sucesién de Cauchy en L2. Por lo tanto,
existe ¢ € L*(R3,C*) tal que lim ¢, = en L%

n— oo

Por otro lado, de la igualdad Ht,, = f,, — 11, se sigue que la sucesién (H1,) también
es una sucesiéon de Cauchy en L*(R3 C*). Por lo tanto, existe ¢ € L*(R3,C?) tal que
lim H1,, = ¢ en L2

n—oo

El operador H involucra el operador i - V, el cual es una matriz cuyos componentes
involucran derivadas parciales. Entonces, 1lim Hv, = H1 en L? y Hy = ¢ en el sentido
n—oo

de las distribuciones, es decir

(H+ i), ¢ para todon € N, ¢ € D,

)
(Hbn, ) + 1{thn, ¢)

<¢H7HS0> <1/1n,—l(,0> - fn,@
>

Tomamos n — oo, entonces

/¢ — 1) /fgo , para todo ¢ € D. (2.19)

Como el conjunto de las funciones en el espacio de Schwartz S es denso en L%,y S C 15,
se sigue que D también es denso en L2. Por lo tanto, por argumentos de densidad, la

igualdad (2.19) se cumple para funciones ¢ € L?, es decir

/¢ —1) /fgp, para todo ¢ € L? (H —i)p € L*.
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5. La funcién v del paso 4, es tnica.

En efecto, sean f € L? y 11,1, tal que se cumple la igualdad del paso 4. Por el paso 3,

y siguiendo la demostracién del paso 4, se tiene la desigualdad

me_wnHQ S Hfm_an2 , para tOdO m,nEN,

tomando m,n — oo, entonces ||¢; — 12||, = 0. Por lo tanto, la unicidad esté probada.

Hasta el momento, hemos probado las igualdades (2.2), (2.3) y la desigualdad (2.4).

. En este paso, probamos la desigualdad (2.5). Definimos una funcién suave 1 de forma

que

1, silz| <1,
x) = . . n(x) €(0,1].
0, silz|>2.

Definimos f = (H + )(m). Entonces

f=(=ia-V+mf -V +i)(np) = (—ia - V)(mp) + mB(nyp) — V(ny) + iny
(—ia) - (Vi +nV) + mnB — nVip + iny

—ia - Vn —ina - Vi +mnpy — nVy + iy

= (—ia- V)Y +n(—ia-V+mp -V + i) = (—ia-Vn)p+n(H +i).

(2.20)

El primer término pertenece a L*(1 + |z|) porque f = (H + i)y € L* y por lo tanto
n(H + i) también. Respecto al segundo término, f € L?, luego, su correspondiente 1)
también pertenece a L?. Por lo tanto, (—ia - V)i € L? y como tiene soporte compacto

(—ic- V) € L*(1 + |z]). Luego, se concluye que f € L2(1 + |x|).

Por otro lado, de la desigualdad (2.1), se tiene

1 2 N2 2
[yt < [+ iurial = [1al |7 <oc. (221)
entonces np € L*(1/ |z|). Ast
Loz R R
L= gt [
_ RN Lo

< [aror+ [ e < [ lf [
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De(2.20):

Jal (i Vn)s + g+ / P

/|x|| —ia-Vapol+ [ felinfl+ [ 1P
- /| _ lell(ia - Tl + | ol [ 1
< [ o wmer s [ el [ it
<0 /| e / M s
< wreen [ [rso [ e,

donde C' = C7 + Cy + 1.

7. En este paso, probamos la desigualdad (2.6).

/ |x||m.w|2:/ 2| (i - V = mB+V + i)+ (mf — V — i)
|z|<1 |z|<1
g/ z| |(ia - V — mfB 4+ V + )|
lz|<1
+ /| Jallm3 =V =
[ eli ot [ lalomg -V -
lz|<1

lz|<1

= | £ + | [m B[
/|m<1 /|z<1
¥ /| el vl /| LT
= /| WP [ /| s /| o
//f et [+ [ e [ o
<o 1.

8. En este paso, probamos la desigualdad (2.7). Tomando transformada da Fourier, es facil

donde C' = 3 + m?2.

ver que

(CAVEVANVIES i - Vv —Alia - V)1 = ia - Vhop,

RS
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donde ¢ = v/—A(ia - V)~ 14). Entonces

o]

<

(ia -V + V) — V@/}E‘

(za V+V) wqﬁ'

VW'

(frosowd) " (fi)” e
() )

=1-11+1IT-1V.

A continuacién, estimamos las cantidades I, I, I11 y IV.
:/|(ia-V+V—m5+i)w+ (mpB — i)

(2.23)
<c [Ist+ oo+ 1) [10f < co 131 +2) [ 11

/‘\/ﬁmv w‘ —/‘}" (i~ V)~ 11/;)\

:/|]-'(¢)| =/|¢| s/lfl :

De la desigualdad (2.5), se tiene

e = [l <o [ (2.25)
or<c [ Lpr<e [ (2.26)
vie [t e [ guese f

Reemplazando las desigualdades (2.23), (2.24), (2.25) y (2.26), en (2.22), se obtiene la
desigualdad (2.7).

(2.24)

9. En este paso, probamos la igualdad (2.8).

Sean f1, fo» € L. Entonces, existen sucesiones (f1,), (f2,) € L*(1 + |x]) tal que
lim fln = f1 s lim an = f2 , €en L2.
Ademas, para cada n € N, existen ¢, , 19, € D tal que

(H+id)r, = fi, » (H—1i)a, = fa,.
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Por la desigualdad (2.4) y el paso 8, existen ¢y, v, € H'/? tal que
lim ’l/)ln = wl s lim ’l/)Qn = ¢2,
n—oo n—oo

y por el paso 2, se cumple la igualdad

/(H 4 3))y, e, = /@Dln(H — i)y, , para todon € N.

Tomando n — oo, obtenemos lo que queriamos probar

/(HTLZ')%% = /@Dlm-

2.3. Extensiones auto-adjuntas del operador de Dirac

con potenciales de tipo Coulomb

Una vez demostrado el Teorema 2.2.1 la prueba del siguiente teorema resulta inmediata.
Notar que los puntos (2.5) y (2.7) sirven para probar que el dominio de la extensién pertenece
a D(H) Cc HY?2 N D(r='/2). En la prueba del Teorema 2.3.1 se utiliza el criterio basico del

auto-adjunto enunciado anteriormente.

Teorema 2.3.1 Sea V un potencial matricial simétrico tal que sup |z||V|| < 1. Enton-
z€R3/{0}
ces, H= —ia-V +mpf —V es un operador autoadjunto en

D(H) = {y € L* (R*,C") | HY € L* (R*,C")}.

Mds ain,
D(H) c H>n D(r/?),

D(r=?) = {wem/ ) <oo}

Demostracién: Por el Teorema 2.2.1, para cada f € L?, existe ¢ € L? tal que (H £i)y) = f.
Por lo tanto Hvy) € L2.

donde,

Ahora veamos que H es simétrico en D(H). Sean 11,1, € D(H), asociados a las funciones
fi, f2 € L?, tal que
(H+i)ypr=fi . (H—iypy=fy , en L.
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Entonces, usando la igualdad (2.8) del Teorema 2.2.1, se tiene

(Hip1,2) = ((H + 0)¢1, ¥a2) — (01, o)

= (¢1, (H — i)tha) — (i1, ¢2)

Y1, Hipg) + (ithy, o) — (ith1, o)
Y1, Hips).

o~ o~ o~ ——

Por lo tanto, H es un operador simétrico en D(H).

Por otro lado, vimos que los elementos ¢, Hy € L? luego v € D(H). Adem4s, se tiene
la iguadad (H + )¢ = f € L% Por la desigualdad (2.4), [ [W|* < C [|f?, entonces
Y € D(r~2); y por la desigualdad (2.7), [|¢0|| 12 < C'||f]l,, entonces ¢ € HY/2. ]

2.4. Ejemplos

A continuacién se detallan varios ejemplos que se consideran en los dos teoremas princi-

pales de este capitulo.

Ejemplo 6 Sean la matriz simétrica V= %1y, conv < 1, y H = —ia -V +mp —V. Es

]

claro que V cumple las condiciones del Teorema 2.3.1.

Con este ejemplo se recuperan los resultados de Nenciu y Wiist, con la ventaja de que en

este caso se da el dominio de la extension de forma explicita.

Ejemplo 7 (Potencial Electromagnético) Sea A : R* — R3 un potencial magnético.
Denotamos por V4 =YV — 1A y consideramos el operador H definido por

H:—ia-VA—kmB—%L:—ia-V—l—mﬁ— (|Z—|H4—|—Q-A) = —ia-V+mB -V,

donde V = 5y + a - A. En este caso, veamos que sup,cgs oy |7] [[V[ < 1 se cumple si

sup,egs /oy (v + |2 [A]) < 1. Denotamos por ¢ = <¢1> un elemento de C?, con norma

2

¢
X

€ C*, su respectiva norma es [¢)° = |o|*+|x|*.

|gb|2 = |q§1|2+|¢2|2. Andlogamente, si1) = (

La matriz V se define
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E |¢+J Ax _ 1 (vo+|z|o- Ax
U.A¢+‘%|X 2| \|z]o - Ap + vy )

Entonces,

jof* [V = 06 + |2] o - Ax|* + ||z] o - Ag + vx|”

2
v+ |z|o- Ax\|
|z| o - Ap + vx

=v?|o|" + [af* |A]

2

A
o-—x| +2Re(ve,|z||A|lo
A

2

+ 02 x> + 2Re(|z| |A| o

A
|A| X

A
2
o- W¢ o, UX)

=0 [¢]” + [«* | A" |x|” + 20 |2| |[A| Re(¢, 0

'W
A
|A| Y
P AP 6 + 02 [P + 20 || | A] Re(o - |A| 0

A A
= [ + [a* | AP [¢I” + 20]a] |A| Re ((d% o WX> +(o- ch, X>)

< o+ 1ol AP [VF + 20lel 4] (Jo|o ol )

A
CRM
=0 [ + [a* AP [” + 20 ] |A] (18] [x] + 9] x])
<Vl + [af* [A]” [¢1° + 20]2] |A] (J6° + xI°)
=0 [I" + [ |AP [” + 202l |A [0 = (v + o] |AD" ¢

Entonces

x| |V
sup || [V]] = AV i ot Jof 4] < 1
2€R3/{0} seR3/{0} , w0 |V 2€R3/{0}






Capitulo 3

Extensiones autoadjuntas del

operador de Dirac II

En este capitulo se asume que el lector esta familiarizado con los operadores no acotados
en espacios de Hilbert y la ecuacion de Dirac, ademas de tener nociones bésicas sobre teoria
geométrica de la medida. Para estos temas, ver [25], [29] y [23], por ejemplo. Para més detalles

sobre los resultados mostrados, consultar [(] y las referencias contenidas en el mismo.

3.1. Escenario y objetivo
Sea v una medida positiva de Borel en R®. Algunas consideraciones:

» Sea L%(v), el espacio definido por:
L*(v)* = {f :R* = C* | fesv— medible, Hf”iz(y)4 = / |fI?dv < —1—00} :

con producto interno ( , )z2(,)s esténdar en L*(v)*.

= Sea D = C= (R3)* el espacio de las funciones de R? con valores en C*, C™ y soporte

compacto.
» Denotamos por D* el espacio de distribuciones con respecto a D (espacio test).
» Denotamos por p la medida de Lebesgue en R3.

Sea H : D* — D*, el operador de Dirac definido por H = —ia - V 4+ mf. Durante todo
el capitulo asumimos que m > 0. El propésito de este capitulo es hallar un subespacio

E C L*(v)* C D* y, para alguna medida de Borel v singular a u, V : E — L*(v)* tal que

39



40 3. Extensiones autoadjuntas del operador de Dirac II

(H + V)| es un operador autoadjunto con respecto a L?(v)*. Esto es debido a que una de

las hipétesis clasicas para resolver la ecuacion

d .
E@b(ajat) = Z(H + VW(ZUJ)’

es que H + V sea un operador autoadjunto.

Ejemplo 8 Las medidas v que tenemos en mente serdan, por ejemplo, la medida de superficie

de:
» R? x {0} C R3.
. S2
» La grdfica de una funcion lipschitziana de R? en R.

Observacién 6 (Sobre operadores simétricos) Sea T : D(T) C E — E un operador
no actodado y densamanete definido en un espacio de Hilbert E. El adjunto del operador T,
denotado por T*, estd definido en D(T*) C E a E, donde

D(T*)={ye E | 3z€ E tal que (Tz,y)p = (x, 2) g para todo x € D(T)}

El elemento z € E es unico ya que D(T) es denso en E. Asi, para y € D(T*), denotamos
Ty = 2.

Definicion 3.1.1 Un operador T es llamado simétrico si (Tz,y)g = (x,Ty)g para todo
x e D(T).

Definicion 3.1.2 Un operador T es llamado autoadjunto si D(T) = D(T*) y T =T* en
D(T).

FEquivalentemente, un operador T es autoadjunto si es simétrico y D(T*) C D(T).

3.2. Solucion Fundamental de H

Definicién 3.2.1 Una funcion g es llamada solucion fundamental de un operador di-
ferencial D, si g« Df = f para todo f € C*. Es decir, Dg = dy en el sentido de las

distribuciones.

Lema 3.2.1 La funcion
e—m\x|

47 ||

i) = S (8 + (L e W> |

es una solucion fundamental de H. FEs decir, Hp,, = doly.
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Demostracion: Es sabido que la funcion

€—m|ac|

U ()

" dnfz|’
es solucién fundamental del operador diferencial —A + m?2. Por otro lado, por las cuentas

hechas en el primer capitulo, se cumple que
H? = (—ia -V +mpB)* = (A +m?)L,. (3.1)
Definimos ¢,,(z) = H (¢, (x)l;). Entonces:
H(¢m) = H*($m(2)Ls) = ((=A + m*)hn()) L = dolL.

Por lo tanto, ¢,, es una soluciéon fundamental de H.

A continuacion calculamos explicitamente ¢,,. Se cumple la igualdad:

1 1 T T
- —mlz] Ty [ el 7 pmmlf 2
Vi () 47TV (e z|7) ym ( m|x|e || e || |x|>
—m|z|
— Zﬂ—m (—ma lz| ' — = |:)3|72) :
Entonces:
Om(x) = H(nls) = —ia - V(¥nla) + mB(1hnls)
. o—mlel 1 . o—mlz]
= —ix- (W (—maz|z|” — x|z )) +mp <W)
el T w T +mp
=——7|ia-m— +ia-—5 +m
A |z |z] |z
—m|z|
e x
= mB+(1+mlz|)a- — |,
o (o e mlshia- )
lo cual concluye la prueba. ]

Lema 3.2.2 La funcion ¢,, cumple las siguientes propiedades:

1. (¢m);; € C2(R® —{0}), para todo 1 < i,j < 4.

2. ¢m(r —y) = ¢, (y — x), para todo x # y.

8. sup [(¢m)ij(2)] = O(|z|?), cuando |z| — 0.

(2]

4. sup |(¢m)ij(x)| = O(e=™) | cuando |z| — .
4,J

5. sup sup (1+1€%) % [F (i) (€)] < +o00.
i,j £€R3

Demostracién: Se deja al lector. ]
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3.3. El corazon del asunto

Sea ¢ una medida de Hausdorff 2—dimensional (medida de superficie) restringida a la
frontera de un dominio lipschitziano (dominio cuya frontera se puede cubrir con una cantidad
finita de gréficas de funciones lipschitzianas). Asumimos que o es homogénea de grado dos,

es decir, existe una constante ¢ > 0 tal que:

r <o (B(z,r)) <er? | paratodor € supp(c) y 0<r <1,
c

Por ejemplo, la esfera, elipse y parabola cumplen esta propiedad.

Definimos el conjunto
X={Gu+go|Ge L)' ge L*0)'} C D,
con producto interno y norma:

(Fu+ fo.Gu+ g0z = [ FGau+ [ fado.

2 2 2
G+ gollx = Gl L2 + 902 (gs -

Lema 3.3.1 Euziste un b > 0 tal que
16m * 90| 22 < DlgN 720y » para todag € LP(0)",

donde (¢, * go)(x) = [ ¢m(z —y)g(y)do(y).

Demostracién: Sea K(x) = sup |(¢m)i;(z)|- Entonces, usando Cauchy-Schwarz,
1<i,j<4

(6 * 90)(z \/qux— ydoty)|
<b [ Kla-y)ldoty) [ K=o dotz)

A continuacién probamos que [ K(z — y)ido(y) < +oo. En efecto:

/ K(x— ) ido(y) = /B K= )tdoty) + /B oy K=oty
K(z —)ido (3.3)
+ /B . (z —y)ido(y)

= [+ 1I+1II,
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donde R > 0 es suficientemente grande. La descomposiciéon de la integral en estos sumandos
es debido a que usaremos las propiedades 3 y 4 del lema 3.2.2. Claramente I[ es finito.

Veamos las cuentas para I y I11, donde usaremos el crecimiento 2-dimensional de o.

I K y)ido(y) < b (2777 277
1= Z/B(M\M”) (@~ ) do(y Z Lo (Bla2)
gbZ(Q I TE (27%) = he Y278 < oo,

7=0

|[I11] = Z/B K(x — y)%da(y) < bZe_%mRQja (B(z, R2*Y))

(z,R29+1)\ B(z,R27)

(3.4)

=0

Sbcze 4mR2J22(]+1)R2<+OO.
7=0

Las constantes las denotamos con C', independientemente del valor que tengan en cada

situacién en particular. Por lo tanto, usando (3.2), (3.3) y (3.4),
G 90)(@) <C [ Ko=)} lg(a) doz) (3.5)
Integrando en R?, obtenemos
[ 16 s 9@ dute) < € [[ K= 27 g dot)duta). (3.

De forma similar a como hemos visto que (3.3) es finito, se comprueba que la integral [ K (z—
2)%*du(z) es finita, usando que u es 3-dimensional. El lema se obtiene aplicando Fubini en
(3.6). n

Lema 3.3.2 Euziste b > 0 tal que
[6m * Gl 2gpa < m * Grllyragys < UIG 2 -
Demostracion: Por la propiedad 5 del lema 3.2.2 y el Teorema de Plancherel, se tiene
6 Gallnss = [ (L+16P) 17 (i) ) )
= / (L4 1) I (6m) (OF |F (G) (€)1 dpu(€)

< [1F@© aue) = C 6]z,
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Corolario 3.3.1 El operador ® : X — X definido por
O(Gu+ go) = (pm * G+ dm * go) p

es acotado.

Observacién 7 (Operador Traza) Para f € D y X una superficie reqular en R3, defini-
mos Trs(f) = fxs. El operador traza es el operador Try, definido en D, que se extiende a

un operador acotado Try : WH2(u)* — L2(0)?, donde o es la medida de superficie de X.

Corolario 3.3.2 La aplicacion
Oy (Gp) = Tro(dm * Gu) ,  para toda G € L*(p)*,
estd bien definida, donde ¥ = supp(c). Mds ain:

[P (Gl 2y < ClIGI L2

Lema 3.3.3 Se cumplen

(®(Gp), Fuyx — (G, ®(Fu))x =0, para toda F, G € L*(p)* (3.7)

(®(go), Fu)x = (go, ®,(Fu))x , para toda F € L*(u)*, g € L*(0)*. (3.8)

Demostracién: La igualdad (3.7), se obtiene de la siguiente cuenta, usando la propiedad 2
del lema 3.2.2,

(B(Gp), Fiu)s = / bl — 1)G () du(y) F@)dpu(x)

~ [[ 6wy = DF@due)dnty

= (Gu, ®(Fp))x.

A continuacién mostramos la igualdad (3.8). Sean 0 < €, < 1, definimos las funciones

truncadas:

Ff = FX{:BE]R3 | |$|<%,dist(;r,2)>e} = FXQS ’ 95 = gX{zGE | |z\<%} = gXszs-
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Para las funciones F, y g5, se cumple la igualdad (3.8):

(950, B (Fupt))x / @) [ Gule = DR (a)

~ [ ata asmx—) W) dpy)do(x)

= [[ =Pt Fot)inty (3.9)
/ / O (y — )g5(x) Fe(y)do(z)dp(y)
(95) Feﬂ“>

Denotamos A = (®(go), Fu)—(go, ,(F),)). Por el lema 3.3.1 y corolario 3.3.2, se cumplen

las desigualdades:
19 (9= 96) ol L2gys < Cllg = sl 2oy

190 (F = Fo) il p2oyr < CHE = Fell 2y -
Entonces, usando (3.9),
= (P (90 = 950) , Fyx + (@ (950) , (F = F)u)x + (P (950) , Fep)x
— [{(g = 95) 0, @ (Fp))x + (950, Do (F' — Fepr))xc + (960, Do (Fepr))x]

(
= (® (g0 — g50), Fi)x + (P (gs0) , (F' — F)p)x
— (g — 95) 0, P (FL))x — (950, P (F — Fepr))xc

Asi
141 < 2C (Ilg = 951l 260y 1F L2 + 1980l 2goys I = Fellzgups) 52,0

Lo cual muestra la igualdad (3.8). u

Observacién 8 = Para toda funcion f € D, ¢,, x Hf = f. Por lo tanto, distribucional-
mente,
H(®(Gu+go)) =Gu+go , para todo Gu+ go € X.
» Para Gu+ go € X, sea V : L*(R?) — L*(R?), definida por
V(®(Gu+ go)) = —go.

Veamos que V' estd bien definida. Sea ¢ = ®(Gu + go) = ®(Fu + fo), entonces
Hyp =Gu+go = Fu+ fo en el sentido de las distribuciones. Desde que las medidas

1y o son mutuamente singulares, se deduce que Gu = Fu y go = fo. Por lo tanto,

g=f en L*(0)*, yV estd bien definida.
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» Para o = ®(Gu + go), definimos Hy () = (H + V). Entonces
Hy(p)=Ho+Vyo=Gu+ go — go = Gp.
Definicién 3.3.1 Sea A : L*(0)* — L*(0)* un operador acotado y autoadjunto. Definimos
D(Hy) = Dy = {® (Gu+ MTr,(¢* Gu))o) | G € L*(n)*} C X.
Para o = @ (Gu+ A(Tr,(¢px Gu))o) € Dy, se tiene
Vo=—(MAlrspm*xGu)o , Hyp=Gpu. (3.10)

En ese sentido, observamos que V' estd determinado por A.

A continuacién enunciamos y demostramos el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.3.1 Sea A : L*(0)* — L?(0)* un operador acotado y autoadjunto. Entonces, Hy

restringido a Dy es un operador no acotado y autoadjunto en X.

Demostracion: La demostracion estd dividida en dos partes. Primero probamos que Hy es
simétrico en D(A), luego que D(H;,) C Djy.

= Hy es simétrico en Dy. En efecto, sean
0=®(Gu+go), v =9 (Fu+ fo) € Dy.
Entonces

(Hyo, ¥)x — (o, Hyh)x = (G, 2(Fu+ fo))x — (B(Gr + go), Fu)x
= (G, ®(Fp))x + (G, ®(fo))x — (D(Gp), Fru)x
— (®(g0), F)x
(® simétrico) = (Gu, (fo))x — (P(go), Fu)x
= (®o(Gp), fo)x — (9o, o (Fr))x
= {(Tropm * Gu) 0, fo)x — (90, (TToQm * F1) 0)x
= (Trohm * G, A (Tre¢m * F1)) 120y
— (A(Tropm * Gu) , Trepm * Fli) 125y
(A autoadjunto) = 0

Por lo tanto
<HV3072/)>X = <S07 HV¢>X , para todo @, w € DA-
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= A continuacién mostramos que D(H;,) C Dy. Es decir, si ¢ € L*(u)*u tal que existe
Y* € L*(u)*p cumpliendo

(Hvp, ¥)x = (p,¥")x , paratodo ¢ € D, (3.11)

debemos mostrar que ¥ € Dy y Hyy = ¢*.

Sea 1 que satisface (3.11). Desde que ¥* € L?(u)*u; ¢* = Fu para algin F € L*(u)*.
Sea ¢ = ®(Gu + go) € Dy. Entonces:

(G, )x = (Hyp, )x = (@, ¥")x
= (P(Gu+ go), Fu)x (3.12)
= (Gu, ®(Fp))x + (90, D, (Fu))x
A

Por otro lado, si definimos f = A ((T'r¢,, * Fu)o),

(90,00 (Fp))x = (AM(Tro¢m * Gu) o, (Trém * Fu) o)x

(Trodm + Gu) o, A((Tr¢m * Fi)) o)x
<(I)U(G,u)7 fU>X
=

Gﬂw (D(fU»Xv

Reemplazando esta igualdad en (3.11), se tiene

(G, ¥)x = (G, (Fp))x + (Gp, ®(fo))x = (Gu, 2(Fpu+ fo))x,
para toda G € L*(u)*.

Entonces ¢ = ®(Fu+ fo) € L*(p)* y f = A((Trém x Fu)o). Por lo tanto ¢ € Djy.
Luego
Hy(¢) = H(p) + V() = Fu+ fo — fo = Fu=147,

entonces D(H;,) C Dy. Concluimos que Hy es un operador autoadjunto en Dy.

Corolario 3.3.3 Sea A : L?(0)* — L?*(0)* un operador acotado y autoadjunto. Definimos
Dy = {¢+ dm* (ATro(p)a) | € WH(p)'} € L ()"
y Hy = H+V sobre Dy como
Hy (¢ + ¢m * (ATT6(p)0)) = Hyp € L*(p)*.

Entonces Hy es autoadjunto en Dy.
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Observacién 9 Para f € L*(0)*, (¢n * fo)(x) = [ om(z —y)f(y)do(y) con x € ¢ Se
cumple que, si R? = Q, UQ_, 90, = 00_ =X y N denota el vector normal exterior a 01,

lim (¢, * fo) (z) = :Fi(oz N)f(z)+Cof(2) , parac —citpzeX,  (3.13)

Tz 2
no tangencial
z€Q4
donde:
C, : L}o) = L*(0)' , C,f(z) = lim (2 —y) f(y)do(y),

e—0 |Z—y|>6

que es un operador acotado. Veamos una situacion similar, para tener una idea de la veracidad
de (5.13). Si tomamos ¥ = R x {0} C R% Sea f € L*(R) 6 C°(R). Para € suficientemente

pequeno, sea z = x + 1€. Entonces

1 1 T — 1€ T €
- = — = = —1 = Q.+ F.,
z x+ie 224+ 24 22 + €2 @

donde P, es un maltiplo del nicleo de Poisson y Q. del de Poisson conjugado. Por lo cual

ctelim P.f = +f

e—0*t

f(y) dy | TER

Jz—y|>e T Y

ctelim Q.f = Hf(x) = lim
e—0E

e—0

véase, por ejemplo, ([17]).

Hasta ahora hemos visto que, dado A, se puede definir V' mediante (3.10). Ahora nos pre-
guntamos lo siguiente: dado V', jPodemos encontrar A tal que se verifique (3.10)?. Veamos

que, bajo ciertas condiciones sobre V', es posible conocer el respectivo A asociado.

En efecto, sea ¥ = ¢ + ¢y, * (AT'r,po) para algin A. De la observacién 9, se cumple que

Yi(z) = limy(z) =Tryp F %(a -N)ATr,p + C, (ATr,) .
Z—T
ZEQi

y si imponemos que, por ejemplo,
V() = a(y +9-) = a(2Tro0 + 2C5 (ATr5¢)) (3.14)
de (3.10), sabemos que V' debe verificar
V() = —=ATr,p. (3.15)
De (3.14) y (3.15), =ATr,p = 2a (Tryp + Cy (ATr,¢)). Entonces:

— (14 2aC,) A = 2aly , para todo Tr,p con p € Wh?(p)?.
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El operador 1 + 2aC, es invertible para a € R suficientemente pequeno, debido a que
C, es acotado (basta tomar 2a ||C,|| < 1). Usando un argumento de serie de Neumann, el
operador A = 2a (1 +2aC,) ™" : L2(0)* — L2(0)* es acotado. Més atin, es autoadjunto, ya
que C, lo es. Con esta definciéon de A podemos definir Dy y Hy|p,; y por el corolario 3.3.3,
Hy es autoadjunto sobre D). Ademads, V(¢) = a(¢; +1)_) para toda ¢ € Dj.






Capitulo 4

Convexidad logaritmica de la ecuacién

de evolucion de Schrodinger

En este capitulo se asume que el lector esta familiarizado con Teoria de Espacios de
Hilbert, Espacios L?, Teoria de Operadores, Ecuacién de Schrédinger y Anélisis de Fourier.
Para estos temas, por ejemplo, ver ([3], [17], [20], [20], [25]). Para mayores detalles de los
resultados mostrados, consultar los articulos ([5], [14]); la tesina de master de Aingeru ([18])

y las referencias contenidas en los mismos.

En esta parte del curso, probaremos de nuevo el hecho de que si tenemos una solucion de

la ecuacion de Schrodinger
Ou = i(Au+ Vu) (4.1)
con decaimiento Gaussiano en tiempo t = 0,t = 1, entonces la solucién de la ecuacion

tendra decaimiento Gaussiano para todo tiempo entre medias. Esto es,
el /B2 (0) || + [el*/*u(1)]| < 400 = [ OFFu(t)|| < +00 ¥t € [0,1],

donde ~(t) serd una cierta funcién tal que v(0) = 1/8%, v(1) = 1/a?.

En la primera parte del curso se dio una prueba completamente formal de este resultado,
mientras que en esta parte intentaremos dar una prueba mas rigurosa.

Los dos problemas principales con los que nos vamos a encontrar son, por una parte, que
necesitamos exigir cierta regularidad a nuestra solucién, y por otra parte, necesitamos que la
funcién

H(t) = [l u(t)]”
este bien definida para todo ¢ € [0, 1]. Para solventar estos problemas, vamos a tomar primero

soluciones de la ecuacién con difusion

Ou=(A+iB)(Au+V(z,t)u+ F(z,t), A>0, BeR, (4.2)

51
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ecuacion para la que se sabe
u(0) € L?[0,1] = u € L=([0, 1], L*(R")) N L*([0, 1], H'(R™)).

Tendremos entonces que ahora nuestra solucion es suficientemente regular para que los
razonamientos que sigamos sean rigurosos. Una vez veamos que las soluciones de estas ecua-
ciones tienen decaimiento Gaussiano si se tiene decaimiento Gaussiano en los extremos, me-
diante un paso al limite en el que haremos tender el término de difusiéon A a 0, probaremos
el resultado principal de esta parte. A modo de notacién, por comodidad, cuando nos re-
firamos a la norma de una funcién en el espacio L*(R™) no utilizaremos ningin subindice.
En caso contrario, indicaremos con la notacién habitual en qué espacio estamos tomando la
norma. Ademads, aunque nuestra solucién (y mas funciones que nos apareceran més adelan-
te) dependa de la variable espacial z, y de la temporal ¢, habitualmente escribiremos wu(t)
para referirnos a la solucién, sobretodo a la hora de calcular normas en R". Para empezar,
veremos una primera estimacién del decaimiento de una solucién de la ecuacién (4.2) que

dependera del decaimiento del dato inicial u(0).
Lema 4.0.4 Supongamos que v € L>([0,1], L*(R™)) N L*([0, 1], H*(R™)) wverifica
Ou=(A+iB)(Au+Vu+ F),
con A >0y B e R. Entonces
M vAlo|?
e M |learmererhTy (T
Az
< e u(0)|| + VA% + B2||e G F (1) | 10,11, r2(mm)

cuando v > 0,0 < T <1 y My = ||A(ReV)™ — BImV||11(0,1),L.00 (rn))

Demostracion:
Sea v = e¥u con ¢ = p(x,t) € R una funcién que escogeremos més adelante, y escribamos

la ecuacién que verifica v en la forma
0w =8Sv+ Av + (A+ iB)e’F,

donde los operadores S y A son simétrico y antisimétrico respectivamente.

Si tenemos en cuenta que u = e~ %v,
Ou = —e Pvdip + e Yo

Au = —Ape v + |VplPe v — 2V - Voe @ + e ¢ A,
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Estas relaciones nos permiten escribir la ecuacién que verifica la funcién v(z,t) en la forma

que buscamos, donde los operadores S y A son

S=A(A+|Vpl*) —iB(2V¢ -V + Ap) + (0yp + AReV — BImV),
A=iB(A+|Vy|?) — A2Vp -V + Ap) + i(BReV + AlmV).

Integrando por partes, se ve facilmente que estos operadores son simétrico y antisimétrico,

respectivamente. De manera formal,
O||v]|? = (0w, v) + (v, 0,v) = 2Re(Sv, V) 4+ 2Re((A +iB)e*F,v)
cuando t > 0. Integrando por partes,
Re(Sv,v) = — A/ |VU|2dx+/R AV + B [o]? do

+2BIm [ vVe-Vvdx+ / (AReV — BImV)|v|* dx

Rn

n

y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Allv(®)]* < 2| A(ReV(t))" — BImV(t)|oo|[v(t)[|* + 2V A2 + B2[[e?F(t)]|[|v(t) (4.3)
cuando
(A+ B?*/A)|IVo|* +dip <0 en RT. (4.4)

Esto nos permite que al acotar el término 2Re(Sv, v), nos quede un término negativo mas el

primer término en la acotacién que hemos dado para d;||v(¢)||?. Para esta acotacién, utiliza-
remos la propiedad

1
2ab < k*a® + ﬁbQ,

con a = BVv,b=1Vy y k* = A/B?. De esta forma,

A B?
2BIm [ VWVe-Vvdx < — B2 Vv|*dx + —/ Vel |v|® dx,
Rn B Rn A Rn

y, al aplicar esta desigualdad, vemos que si se cumple la condicién (4.4) entonces se obtiene

(4.3). Cuando ¢(z,t) = a(t)¢(x), la condicién (4.4) se reescribe como
a(t)*(A + B*/A)|Vo(x)]* + d (t)¢(x) < 0.

De manera formal, exigiremos que ¢(z) = |z|>. En ese caso, (4.4) se verifica cuando

{ a'(t) = —4(A+ B2/A)a(t)?, (4.5)

a(0) = .
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Para probar el Lema, utilizaremos el método de la energia. Si tenemos que
Yy () + f)y(t) < g(t),
utilizando el método del factor integrante, deducimos que

T
eI 18y (T) — y(0) < [ el 1000t (46)
0

En nuestro caso, tendremos que
y(t) = [lv@)ll, F(t) = =[[AReV(£))* = BImV(t)[loo, 8(t) = VA2 +B2[[e?™IF(1)].

Si sustituimos estos valores en (4.6), y tenemos en cuenta que
A
a(t) = i
A+ 4vy(A2 + B?)t
es la solucién de (4.5), y que e™™* < 1 por ser M; > 0 para todo t € [0,T] , llegamos, de

manera formal, a la acotacion del Lema. Para justificar todos los calculos hechos en esta

demostracién, dado v > 0, truncamos |x|? como

() = { 2, || < R

R%* |z| > R.
y regularizamos ¢r con un mollifier estdndar 6,, esto es, una funcién que verifica
1
0,(y) = —40 (Q) , con f € C5°(R™), radial, par, positiva, y tal que / 0,(y)dy = 1.
PP n
Llamamos

Opr(z,t) = a(t)d, * pr(x), v,r = e lu,
donde a(t) es la solucién de la ecuacién diferencial (4.5). Para estas funciones, todas las
integrales son finitas y las integrales por partes estan justificadas. Ademas, se verifica (4.4)
ya que si escribimos la condicién en estos términos tendremos gracias a las propiedades del

mollifier
2

(4+ 5 )0 [ ey
: a’(t) [/IMSR 9p(y)lw—y|2dy+/|wy>R 0,(y) R dy}

ot ([ o)

W[ P [ o)

Al [ o[ a1

)| [ e [ smmta) <o

[ )

SNSRI eSSV RSV e
N N N N
s

|
B
/\/\/’;\/\/_\
+
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Entonces, usando el método de la energia al igual que antes, pero ahora de forma rigurosa,

se cumple la desigualdad
o, r(T)I| < ™ ([l w(0)[| + VA2 + B2 || 1 j0.1),12(zm))

de manera uniforme en p y R. Como, de nuevo por las propiedades del mollifier, 8, * ¢pr(x) <
|z|2+Cp?, tomando el limite cuando p tiende a cero y R tiende a infinito, se sigue la estimacién
del Lema de forma rigurosa gracias al Lema de Fatou. ]

A continuacién, veremos un Lema abstracto para operadores simétricos y antisimétricos
que nos dird bajo que condiciones tenemos propiedades del tipo de convexidad logaritmica.
De esta forma, aplicando este resultado a una solucién de la ecuacién anterior, el decaimiento

Gaussiano en tiempo t € [0, 1] dependerd del decaimiento en los extremos del intervalo.

Lema 4.0.5 Supongamos que S es un operador simétrico, A es un operador antisimétrico,
ambos dependiendo de la variable temporal t, G es una funcion positiva y f(z,t) es una

funcion razonable. Sean, ademds,

HO = (1), D=0, 8S=S, No)=
Entonces
O} H =20,Re(0,f — Sf — Af, f) + 2(Sif + [S, AJf, f) wn
+[|0.f — Af + SFI? — 10.f — Af — SfIP '
Yy
N(t) > (S.f + (S, Alf. f)/H — ||0.f — Af — SfII?/2H. (4.8)
Ademds, si
0, f — Af =S| < Mi|f|+G enR" x [0,1], S;+[S, Al > —M,, (4.9)
Yy

My = Sup GO/ @

es finito, entonces H(t) es “logaritmicamente convexa” en [0, 1] y existe una constante uni-

versal N tal que

H(t) < eN(M0+M1+M2+M12+M22)H(O)lftH<1>t

— Y

cuando 0 <t < 1. (4.10)

Demostracién: Supongamos primero ademas que d;f = Sf + Af. Bajo esta nueva hipétesis

es mas facil probar la convexidad logaritmica, ya que

H(t) = 2Re(d4f, ) = 2(SE, ) = 2D(t),
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D(t) = (Suf, f) + (SO, [) + (SF.0cf) = (Sif ) + 2Re(St, 0yf)
= (Sif, f) + 2(Sf,Sf) + 2Re(Sf, Af) = (Sif + [S, AJf, f) + 2(Sf, Sf).
Por lo tanto, H(t) = 2(S,f + [S, Alf, ) +4(Sf,Sf) v

HH —H?> _2(Sif +[S, Al [)(f, ) + 4ST.SF) = 4ST, )(SF. )
H? (£, )2 |

luego si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, los dos ultimos términos del nume-

9 (log H) =

rador se cancelan, por lo que

2(8uf + 1S, Alf, f)
(f) f)

y a partir de aqui se prueba la convexidad logaritmica siguiendo un proceso analogo al que

9;(log H) >

2 _2M07

veremos a continuacion para el caso general. En el caso general, si derivamos H (t), y tenemos

en cuenta que S es simétrico y A es antisimétrico, es facil ver que

H(t) = 2Re(0,f — Sf — Af,f) + 2D(t),

H(t) = Re(of + ST, f) + Re(of — ST, 1), (4.11)
D(t) = %Re(@thr SH.f) — %Re(&tf _SEA),
Por otro lado, si derivamos D(t) y tenemos en cuenta que
([S, Alf, f) = 2Re(Af, St),
tenemos que
D(t) = (Sif. ) + (SO, ) + (S1,0uf) = (S + [S. Af, f) + 2Re(9f — AL, SF),
que, teniendo en cuenta la identidad de polarizacion
Az,y) =z +y* = o —yl* —illle +iyl|* — |z —awyl?),
podemos escribir como
DU) = (S + (S A )+ 100 — AT+ SFIP — Slaf — Af —SfI7. (412)

Combinando la primera férmula de (4.11) y (4.12), se obtiene (4.7). Si multiplicamos las dos

ultimas férmulas en (4.11) y anadimos el término Re(Af, f) = 0, tenemos que

H(#)D(t) = %(Re(atf _Af+ SE D) — S(Re(aif — Af — SF, 1)) (4.13)

1
2
Para obtener la desigualdad del Lema, derivamos N (¢) y utilizamos (4.13) y (4.12). Una vez
calculado N (t), llegamos a la desigualdad (4.8) desechando los términos positivos en (4.12)
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y en la igualdad resultante de derivar N(¢). Finalmente, si se verifica (4.9), gracias a (4.11)
observamos que
O (log H(t) +O(1)) >0, cuando 0 <t <1,

donde |O(1)| < N(My+ My + My + M} + M3) en [0,1]. Deducimos entonces, por monotonia
Os(log H(s) + O(1)) < 0;(log H(7) + O(1)), cuando 0 <s<t <7 <1,
Integrando esta desigualdad en (s,7) € [0,t] x [t, 1], llegamos a que
(1 —t)(log H(t) —log H(0) + O(1)) < t(log H(1) — log H(t) + O(1)),

y finalmente, agrupando términos y tomando exponenciales obtenemos la desigualdad (4.10).
|

Gracias a este Lema ya estamos en condiciones de probar la convexidad logaritmica de
las soluciones de esta ecuacion con difusién con decaimiento Gaussiano en los extremos del
intervalo. A la hora de justificar los calculos, daremos una idea orientativa de como se ha de
proceder para la justificacion de las cuentas, aunque por comodidad evitaremos dar todos los
detalles.

Lema 4.0.6 Supongamos que v € L>=([0,1], L*(R™)) N L2([0, 1], H*(R™)) wverifica
Ou=(A+iB)(Au+Vu+ F),
con A >0,B € R,V tomando valores complejos, v > 0, y

sup [[V/(#)[loo < M.
0.1

Sea
M, = 8{3111]) = F ()| /]]u(t)]]

y supongamos que || u(0)]], ||e"**w(1)|| y My son cantidades finitas. Entonces ||e"u(t)]|
es “logaritmicamente convexa” en [0, 1] y existe una constante N tal que

e u(t)|| < eNIATHBIMEFME+VAZEBE MM el (0) |1 | 71 0 (1) || (4.14)

cuando 0 <t <1.

Demostracion: Primero veamos la demostracion formal para hacernos una idea de como
probar la convexidad logaritmica. Si tomamos f = €’¥u con ¢ = p(x) una funcién real que

escogeremos mas adelante, observamos que esta nueva funcién verifica

Of=8Sf+Af+(A+iB)(Vf+e¥F), en R, (4.15)
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con operadores S simétrico y A antisimétrico
S = A(A+~*Vp|?) —iBy(2Vp - V + Ap) + 70,
A =iB(A+*Vy|?) — Ay(2Vp - V + Agp).
Calculando el conmutador, obtenemos

Sy + [S, Al =782 + 42 AV - VO, — 2iBy(2V 0,0 - V + AD,p) (4.16)
— (A% + B))[AV - (D*V ) — 442DV - Vo + A2y, '

De manera formal, si ¢(z,t) = |z|?, entonces
S +[S, Al = —y(A% + B?)[8A — 327°|z)?]

y, integrando por partes

(S + S AT =24+ B) [ GVIF +322ell P do = €, [ 5P 20, @)

Donde hemos utilizado la Desigualdad de Heisenberg-Pauli-Weyl. Teniendo en cuenta

(4.15), y que V esté acotado,
0 f =Sf = Af[=[(A+iB)(Vf+e¥F)| < VA2 + B> (M| f| + ¢"%|F]), (4.18)

Luego si podemos justificar las cuentas que acabamos de hacer de forma rigurosa, podremos
aplicar el lema 4.0.5 a la funcién f, con MO =0, ]\le = A2 + B2M, y ]\2/2 = VA2 + B2)M,
para concluir la convexidad logaritmica de |[e"*"u(t)||? y (4.14). Para justificar los calculos
previos, necesitamos, por una parte, una funcién p(z,t) tal que

(S.f + (8, Alf, ) =47(A> + B) / VF DoV du

n

+49%(A2 + B%) | D*oVo - Vol|f|*dx
Rn

(A + 32)/ A2p|f2dz > 0

n
y, por otra parte, que esta funcién tenga un decaimiento en el infinito inferior al decaimiento
Gaussiano. Para nuestra eleccion, los dos primeros sumandos seran positivos, pero el término

del bilaplaciano no serd positivo. Para esto, dado a € (0,1) tomaremos una funcién n(r) €

C>°(R) positiva tal que
0, enr <1,
n(r) = {

r % enr > 2.

A continuacién, definimos una funcién radial ¢, de forma que se verifique
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Entonces,

o) = 20 = (1) = —2antr) = (6l) = -2t

r

por lo que integrando esta ultima igualdad deducimos que

) =2ar [0

Como el bilaplaciano de una funcién radial es

AQQ/J — wiv) +2n;1w///+ (n_3)(n_ 1) (w// _ ﬂ/) : (4.19)

72 r

necesitamos saber las derivadas de nuestra funcién ¢,, cuyo valor depende de r. En primer

lugar, si r > 2, como en ese caso n(r) = r~%, tenemos que

o0 oi(r) =21 —a)r*,
Palr) = 207‘/ ol dt = 27 = ©"(r) = —2a(l — a)r—*1,
T A (r) = 2a(a+1)(1 — a)r—o2,

Por otro lado, si 0 <7 < 1, como en el intervalo [r, 1] sabemos que 1 = 0,

, ot ., © gt
dtr) =2ar [0 = i) =20 [0,
1 1

)

" — —

y dado que ¢ es constante, entonces ¢ =0 = goff . Finalmente, si 1 < r < 2, por construc-

cién tenemos

o) = 20— (DY ) (L)) 2enlr)

r r r r
luego
dlr) [ o) = —2af(r) - 210 — 20 (i () + 22),
SOZ(T) = —2&77(7“) + 4= = iv) " 7' (r) n(r)
r Vo = —2a (77 (r)+ L2 — T_2> _

Una vez obtenidas las expresiones de las derivadas de ¢,, podemos calcular el bilaplaciano

mediante la férmula (4.19), obteniendo

0, en 0 <r <1,
A%p, = 2a(—n"(r) — (2n — l)nlff) +(—n? + 2n)77£;)), enl<r<2,
—2a(a —n)(a —n+2)r 22 en 2 <.

Por lo tanto, podemos observar que en r < 1 el bilaplaciano es 0, y para r > 1 el bilaplaciano

es un valor que esta multiplicado por a, lo cual nos indica que serd muy pequeno cuando
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a sea muy pequeno. Hecho esto, necesitamos una cota para el término D?p,V, - Vi, que
no tienda a cero cuando a tiende a cero. Como nuestra funcion ¢, es radial, si calculamos
este término en coordenadas radiales, obtendremos que D?*p, Vi, - Vo, = (¢, (r))*¢l(r),
luego tenemos que acotar la primera y segunda derivada de ¢,. Hay que observar que para
0 < r < 1 no hace falta dar una acotacién, pues en ese caso hemos visto que A%y, = 0, y los
otros dos términos de (S;f + [S, A]f, f) son positivos. Si 1 < r < 2, entonces a partir de la

expresion de ¢! (r) obtenemos
< dt < dt
A =2ar [ a0 22 [ o) 2oz
T 2

1 OO dt —a
Al =20 [0 - 201(r) 2 27~ 2an(r),

luego (¢, (r))?@"(r) > 87 —4'7%2an(r) y vemos que este nimero tiende a 8 cuando a tiende

a cero. Por otra parte, si 2 < r

©u(T)
©n(t)

orl-a
2

(1—a)r @ } — (0l (r)%"(r) = 8(1 — a)r*3* > (1 — a)22%,

para a suficientemente pequeno (basta con que a < 2/3), y de nuevo, tomando el limite
cuando a tiende a cero, vemos que esta cantidad tiende a 32. Por lo tanto, si consideramos

fa = €7%eu, dados v, A, B, existe ap > 0 tal que para a < ag
(Sitfa +1Ss Alfas fa) > 0.

Si ahora tomamos H,(t) = || f.]|* con 0 < a < ag, como tenemos un decaimiento mds lento
que el decaimiento Gaussiano, podemos utilizar la estimacion del lema 4.0.4 y la regularidad
interior de soluciones de la ecuacién que estamos considerando con A > 0 para garantizar
que los calculos realizados en 4.0.5 son finitos y correctos. Por lo tanto tendremos que H,
verifica la estimacién (4.10) y (4.14) se verifica al tomar el limite cuando @ tiende a cero,

utilizando el Lema de Fatou, ya que asi

e < l{im i 2
(@) < timinf 1£,(0)]

< lfm inf eNA+B)ME+ME)+VATEB (MM ()=t (1)
—  a—0 ‘ ’
= NAH B M)+ AL B (MM el (0) |1 1o (1) |

|
Antes de enunciar el resultado principal de este capitulo, introduciremos el concepto

de transformada Appell, gracias al cual, aunque no tengamos el mismo decaimiento en los
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extremos del intervalo, podremos reducirnos al caso en el que el decaimiento sea el mismo de

manera muy sencilla. Supongamos que u(y, s) verifica, para A +iB # 0,
Osu = (A+1B)(Au+V(y,s)u+ F(y,s)), enR" x[0,1],

y sean « y 3 nimeros positivos, vy € Ry

i(w,t) = (%)mu( ( Vaj At ) (oplel?

’ e TATIBY (1 DTAD
a(l —t) + ft a(l —t) + " a(l —t) + pt

Entonces @ verifica

it = (A +iB)(Au+ V(x, )i+ F(x,t)) en R" x [0, 1],

con
~ t
V(at) = 0y ( P )
(a(l—=t)+Bt)2 \of +Bt all —t)+ pt
n/2+2 o2
F(x,t) = <¢) F ( apz pt > TATBY Al 777
a(l—t)+ Bt (1—t)+ 6t a(l—t)+ Bt
Ademas,
- (ap)P/? (a—B)A
lF T E@ON = (a1 O;)BﬂL [t)? ||€<az+5<1 oyl +4(A2+32)(as+ﬁ(1—3))|y‘2F(S)H
a —
y
a p/2 o
||ew‘x|pa(t)|| = He(azigfi,s>>plyl +4(A2+;2>(5zis - s))|y‘2 (S)H
cuando s = m y v € R. A nosotros nos interesara el caso en el que p = 2, caso en

el que los dos sumandos de la exponencial tienen la misma potencia, |y|>. Suponiendo que
trabajamos con la ecuacion de Schrodinger, es decir que elegimos A = 0, B = 1, tomando

como 7y = —5 y evaluando en los puntos t =0=s=0y t=1= s = 1 tenemos que
a
z|%2/aB ~ z|2 /B2
e B a0 = [l Z u(0)]l,

e P an)[] = el u (1))

Por lo tanto, esta nueva funcién tiene decaimiento Gaussiano en los extremos del intervalo
con el mismo coeficiente para cada tiempo. Combinando la transformada Appell con los
resultados previos probaremos la convexidad logaritmica para soluciones de la ecuacién de

Schrodinger.



62 4. Convexidad logaritmica de la ecuacién de evolucion de Schrodinger

Teorema 4.0.2 Supongamos que u € C([0,1], L*(R")) verifica
O = i(Au+V(x,t)u), en R" x[0,1],

con V.= Vi(z) + Va(x,t), Vi es un potencial real, ||Vi||oo < M, y que ezisten nimeros

positivos o y B tal que

=2
e /)], [l /2 u(1)]|, sup [|e 03 Vo) o < +00.

)

||
Entonces ||e@ra-052y(t)||“+1=88 es “logaritmicamente conveza” en [0,1] y eviste N =

N(a, p) tal que

IIJ2 —
TR ()] < e M E D) o5 0)| T el 1) o

|| -
cuando 0 <t<l1 Y M, = Sup[()’l} ||@(at+ﬂ(1—t))2VYQ(t)HOOQQSuP[O,l] H‘XVQ(t)Hoo'
Demostracién: Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que o < . En caso de que
a = 3, reemplazariamos [ por 4§, con § > 0 y después tomariamos el limite cuando ¢
tiende a cero. Si a > 3, reemplazariamos nuestra solucién u por u; = (1 — t). Lo primero

que vamos a ver es que para nuestra solucién u se verifica
N7 w(0)]]| < Ju)|| < Nyflu(0)]], con Ny = e BVallie  cyando 0 <t < 1.
A partir de la ecuacién que verifica u tenemos que
O |lu()|]? = 2R(Qyu, u) = —23(Au + Vu,u) = —2%/‘/2(t)]u(t)|2,
y, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

—2?3111? ISVa(t)llocl[u@®)* < Aillu®)]* < 2sup ISVa(t) oo ()]

)

Si ahora dividimos esta cadena de desigualdades por |lu(t)||*> e integramos en s € [0,],

concluimos
e~ 28uP[o,1] HSV2(t)Hoo”u<0)”2 < ”u<t)H2 < 2suPp,) [SVa(®)loo

Finalmente, tomando raices cuadradas llegamos precisamente a

N (O < [lu()]] < Naflu(0)]]-

A continuacién, definimos el operador H = A+ Vi (z) y denotemos por e!+B)Hy 1a solucién

perteneciente a C'([0, 1], L*(R™) de

{ O = (A+iB)(Av + Vi(z)v), enR™ x [0,1],
v(0) = uyp,
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cuando A > 0. Por el Principio de Duhamel

t
u(t) = e“Hu(O) + Z/ ei(t_s)H(\/g(s)u(s)) ds en R™ x [0,1]. (4.20)
0
Para 0 < e < 1, definimos ‘
F(t) = —— e (Va(t)u(t)), (4.21)
€+

t
uc(t) = ey (0) 4 (e + 2)/ eI (5) ds. (4.22)

0

Entonces, u. € L>([0,1], L*(R™)) N L*([0, 1], H'(R™)) y verifica

{ Opte = (€ +3)(Hue + F.(t)), en R" x [0, 1],
ue(0) = u(0).

Ya tenemos una funciéon u, que verifica una ecuacion con un término de difusién, luego a
esta funcién le podemos aplicar todos los resultados que hemos visto antes. Para obtener
estimaciones en términos de nuestras hipotesis, utilizaremos de manera adecuada el lema
4.0.4. Utilizando las identidades

etz — o(zta)H — onl ozl ando Rzy, Rzg > 0,

junto a (4.20),(4.21) y (4.22) se prueba que

uc(t) = e™u(t), cuando 0 <t < 1. (4.23)

En particular, u.(1) = e“?u(1), y aplicando el lema 4.0.4 utilizando los valores A = ¢, B =

0,7 = 1/a?, F = 0 teniendo en cuenta también que u.(0) = u(0) obtenemos

x? T
e (1) = e 55 e Mu(1)| < eVl 1))

:E2 2 322 2
1€/ u (0)]] = [l /* u(0)].

De nuevo aplicamos el 4.0.4, en este caso con A=¢,B=0,F =0y vy =1/(at + (1 —1))?
y (4.21), obteniendo

1\2 z|?
e @A FL(1)|| = ||e@raa-nw

—— e (Va(Bul)]

|z
< elVilleo || e Corrati-n+aet Vy (£)u(t) |

||

< Ml [T Va ) o )]

cuando 0 <t < 1. Si definimos o, = a + 2¢ v B = [ + 2¢, de las tres ultimas desigualdades

concluimos que

e/l (1) < eVl el u ()], [l Fu )] < [l u(0)]), (4.24)
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|| ||
letactsc =0 F, (t)]| < e MVille || e@irsa=m2 Vy (t) || |u(t) |- (4.25)

Una nueva aplicacién del 4.0.4 con A =€, B=0,F = 0,7 = 0 junto a (4.21) y (4.23) muestra
que
IE()] < e [V ()| oo oy [ ()], ffue(®)]] < e Ju(t)]] (4.26)

cuando 0 < t < 1. Definimos 7. = 1/a.fc y @ como la funcién resultante de aplicar la

transformada de Appell u, cuando A =¢, B =1y «, 3 son sustituidos por a, y S, esto es

O‘eﬁe >”/2 < \% aeﬂex 6et > (ac—e)la|?
Ue
ae(

) e 4(e+i) (ae(T—#)+Bet)
ol =)+ Bt L= )+ B0 a1 — 1) + bt

Ue(x,t) = (
Como «a < 3, u. € L>=([0, 1], L*(R™)) N L*([0, 1], H*(R™)) verificando
Ortic = (e + 1) (Adie + Vi (2, )i + Fe(x,t)), en R™ x [0,1],

donde ‘716 es un potencial real,

B

v, O‘eﬁe &6/86.1‘ ~
Ve(a,t) = v , Vet)loo < 2y, 4.27
)= st () e IOl < Dan. a2
~6($,t) =
I~ 312 ool
0[666 F€ 0[6651' ’ Bet erlﬂuﬁét),
ac(l —t)+ Bt Qe(l —t) 4+ Bt ae(1 —t) + Bet
2 & 15} = ~ I5;
e PR < Slletets = B(s), - @)l < S[1F ()] (4.28)
Y (ae—Fe)
1 Qe —Pe)€ 2
le = a ()] = He[wsswe“*s»?+4<e2+1><aes+ﬁe<1fs>>]‘y' ue(s)|, (4.29)
[ae ()] < [lue(s)l],
cuando s = ﬁ Esta ultima identidad y (4.24) implican que

e ac )] < e u(o)]], e (1)) < el flel Cu(n))). (4.30)
Por otro lado, ya hemos visto que
N7 (0] < JJu(t)|| < Nilju(0)|| cuando 0 <t < 1, Ny = eSSVl (4.31)
y, si repetimos el proceso para llegar a (4.3), ahora con .(t), vemos que se verifica

Ollac®)|® < 2elVE(O) oo llac(®® + 21+ e[ Eb) | [ac)].
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Sea 0 =ty < t; < ty < -+ < t,, = 1 una particién del intervalo [0, 1] uniformemente
distribuida, donde elegiremos m mas adelante. Si aplicamos a esta ultima desigualdad todas

las estimaciones que hemos visto observamos que

il ()]* < 26§J\41Hile(lﬁ)||2 +2V1 + e[| E ()| (t)]]

< 26§M1626”V1”°° Ju(s)]? + QEV 1+ e2e* 1Vl sup ||V5 (8) [l oo () ||
o «Q [0,1]
B

< 26 A NEO)F + 2 VT A s [V 0) o )N

= N3llu(0)]%,
donde N, depende de a, 3, [|Vi||oo ¥ SUp[g 1] [|V2(?) || oo~ Si ahora, para ¢,y <t < t; integramos
esta desigualdad en s € [t, t;],

lae(t)I* < llae®)* + Ny (t: = ) u(O)* < e ®)|* + Ny w0 *(t: — tizr),

y,tomando raices cuadradas concluimos

[ ()| < [lae()]] + Nay/ti = tia[[u(0)

cuando t;_ 1 <t <t;,0<e<1ye=1,...,m. Elegimos entonces m tal que

1
Ny méx +/t; — t;_ ISW

1<i<m

Usando ahora que lim, o+ ||@c(t)]| = ||u(s)|| v (4.31), para un ¢, suficientemente pequeno se

cumple

N Ju(sa)l| 1
Jael > 5N >

utilizando las tres ultimas desigualdades, tenemos que

|u(0)||, cuando 0 <e<e€, i=1,...,m,

Hu( )||, cuando 0 <e<¢y, 0<t<1. (4.32)

Nuestro objetivo es aplicar el lema 4.0.6 a la funcién ., por lo tanto, solo nos falta acotar el

decaimiento de F.(t) en términos de @(t), cosa que ya podemos hacer gracias a esta tltima

desigualdad.
e B e e (8)]
He%lw\zp( )] < _He (et (=982 F ()| < —eEHVleHe(a5+<1*5)5>2VQ(S)Hoo”U@)H -
« @)
< B vl T Yy (5) | N i
< e sup |le 2 (5) oo N [ (O)| (1)
« [071] || ( )H

_ 4§M2(6)Hﬂe(t)”'
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De aqui deducimos que

Yelz|?
o 17RO _

~ < —Mg( ), cuando 0 < € < €,
o1 llac(®)l

donde

2
Ma(e) = €230 19Va@loe tellVilloe gy | Grmat=a® Vy (£) | .
0,1

Podemos aplicar el lema 4.0.6 junto con las acotaciones (4.30) para concluir que ||e7<**a(¢)||

es “logaritmicamente convexa” en [0,1] y

i i 5 2I2/32 - z|?/a?
[P ()] < VORI M M) 8 () 1l 1)

cuando 0 < € < ¢y. Teniendo en cuenta (4.29) y tomando el limite en estas desigualdad

cuando € tiende a cero,
I\Q

|
||eTastG=2 u(s)|| < el\f(MlJerJrM%JrM%)Helx\Z/ﬁ?u(O)Hl—tHe\ﬂcP/oﬂu(l)Ht7 0<t<1.

Ahora bien, recordamos que s = QL =1 =

T luego si reescribimos esta de-

as+(1 s)B?
sigualdad en términos de s
||

TG u(s)]| < N M MEAE) | le 2y ) 8550 el 1) i,

cuando 0 < s < 1, justo la desigualdad del Teorema. ]

Observacion 10 FEs necesario tomar una particion del intervalo [0,1] dado que la conver-
gencia de ||u.(t)|| a ||u(s)|| no es uniforme, luego no tenemos un € genérico para cualquier t.
En cambio, una vez hemos hecho la particion del intervalo, el nimero de nodos de la particion
es finito y por tanto, si que vamos a tener un €y para el cudl podamos acotar ||u.(t;)|| para
todotr=1,...,m

Para terminar con esta parte del curso, veremos una estimacion para el decaimiento del
gradiente de la solucién de la ecuaciéon de Schrodigner. Como antes, primero necesitamos
un resultado previo para el caso en el que trabajamos con una ecuacién con un término de
difusion, para luego, mediante un proceso analogo al que acabamos de realizar, concluir la

estimacion para la solucién de la ecuacion de Schrodinger.

Lema 4.0.7 Supongamos que estamos en las condiciones del lema 4.0.6, que v > 0 y
sup [|V(t)|loo < M. Entonces

[0,1]
||\/ t(l — t)e’yl | VUHLQ(R"X[O,H) + ||\/ t(l — t)|x|€’” | u||L2(R"X[O,1])

< N[(1+ My)sup | u(t)|| + sup || F|], (4.33)
[0,1] [0,1]

donde N esta acotado cuando v y A? + B? estdn acotados inferiormente.
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., 2 .
Demostracién: Sea f = "Iy, primero vamos a probar que

n

[Vt - el de = [ QTR -2l de. (43)
Rn
Si desarrollamos el término de la izquierda,

V2 + 492|z)?| f|? = 2P (472 |u* + |Vul® + 49Re(xu - Vu) + 49%[x[*[u]?).
Para el término con la parte real, integraremos por partes, de modo que
4’)/Re/e27xl2xu-ﬂ = —1672/|X|2|u|2627|X2 - 41r17/627|"|2|u|2 — 4')/Re/e27|x|2xﬁ-Vu,
y si agrupamos la primera y tultima integral, que son iguales, tenemos que

4’yRe/e27|X|2xu -Vu = -8y / Ix[2[uf?e> ™ — 2ny / 21 2,

Para probar la igualdad que queremos, ya solo nos falta integrar la expresién que tenemos
para el gradiente de f y para |z|?|f|> y en el término de la parte real sustituir por las
integrales que acabamos de calcular. Por otro lado, teniendo en cuenta la Desigualdad de

Heisenberg-Pauli-Weyl

1/2 1/2
2 2 2 2
o [arpse ([ apie) ([ ere)

y que 2ab < a® 4 b?, observamos que

1/2 1/2
29m |f|2da:§2( / 472|1‘|2|f\2) ( / IVf|2) < [ V5P + w2lel P
R'"/ Rn Rn R"l

(4.35)
Sumando (4.34) y (4.35), obtenemos la desigualdad
2/R (V2 + 4922 f[2) do > / 21 |2 da (4.36)
Ahora, multiplicamos (4.7) por t(1 — t) e integramos por partes para obtener
2/0175(1 —t)(Sf + [S,A]f,f)dt+2/01H(t)dt
<H(1)+ H(0)+ 2/01(1 — 2t)Re(Of — St — Af, f) dt (4.37)

1
+ [ nlas - A - sp|P
0
donde H(t) = || f(t)||*>. Recordamos que el conmutador era

(Sef + 1S, Alf. f) = (A + B?) / SIVFI* + 329z | f?) d.

n
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Por otro lado,

H(1) + H(0) = [ u()|* + ¢ u(0)|* < 2sup [ u(t)]?,
1

’

K&f——Sf—nAﬁf)hSvQF%vB%AﬁsmﬂkW”u@N2+S@HWW*U@HHupWM“ﬁW0H%

[0,1] [0,1] [0,1]

10nf = Af = SFIP < (A* + B2 (M7 sup || u(t)|[* + sup Il E @)
0,1

)

Si utilizamos estas tres desigualdades, y luego juntamos los sumandos adecuadamente com-

pletando cuadrados, llegamos a

2y (A% + B?)/O / {1 = )|V 2 + 32+2|2| f2) da dt

2
SNQHwameww+www“NW>
[0,1] [0,1]

Para obtener la primera parte de la desigualdad (4.33), utilizamos (4.36) y tomamos raices
cuadradas en esta ultima desigualdad. Para obtener la segunda parte, simplemente desecha-
mos de esta desigualdad el término en |V f|? y tomamos raices cuadradas. De nuevo habria que
justificar estos célculos, para esto, como todos los calculos son finitos para f(t) = 67|x|2u(t)
salvo |z[?|f]?, tomamos f, = e( =Pl y(t) de forma que podamos esconder este término es-

o] . 2
cribiendo |z|? como !

. Tendriamos entonces una desigualdad para f,, con la que después
de un paso al limite en el que hacemos p tender a cero probamos la desigualdad del Lema. m

Como habiamos explicado antes, usando este Lema probamos un resultado analogo para
una solucién de la ecuacion de Schrodinger. Si definimos u, y F. de la misma forma que en

el teorema 4.0.2, este Lema nos dice que
z|? |z|? |z|?
IVt = )™ V]| 2@n o)) < N[+ M) sup e Puct)l] +sup le” PR,

Utilizando las estimaciones que habiamos visto en el teorema 4.0.2 y hacemos € tender a
cero vamos a obtener una estimacién del decaimiento del gradiente de la solucién en funcion
del decaimiento de nuestra solucién en los extremos del intervalo. Como a!~'h' < a + b esta

estimacion sera

VT = OVl pan o) < NeNMMEMEEMD [ Py 0] 4 [l u (1))



Capitulo 5
Apéndice

En este apéndice se desarrolla diversos temas, entre los cuales se encuentran Teoria de

Espacios de Hilbert, Espacios L?, Teoria de Operadores, Ecuaciones Diferenciales, véase, por
) ) ) ) bl

ejemplo ([5]), ([12]), ([17]), ([20]), ([19]), ([26]) ¥ ([29]), entre otros.

5.1. El Teorema Espectral para operadores autoadjun-

tos

Antes de demostrar el teorema espectral en su versién para operadores no acotados, va-
mos a demostrar y a entender la construccién de la versién para acotados. Consideremos
A un operador simétrico, con cotas superior e inferior M y m, respectivamente (esto es,
m(f, ) < (Af, f) < M{f, f),¥f ). Sip esun polinomio con coeficientes complejos, podemos
construir p(A) de la forma natural, siendo también simétrica. La correspondencia p — p(A)
es del tipo positivo (p(A) > 0, A € [m, M] — p(A) > 0 como forma cuadratica), y consecuen-
temente dicha correspondencia es monétona (p(A\) > ¢(N), A € [m, M] — p(A) > q(A) como

forma cuadratica).

Consideremos el espacio C' := {f : [m, M] — R{ ,f es superiormente semicontinua}.
Es conocido que si tenemos u € O, existe una sucesién decreciente de polinomios {p,} que
converge uniformemente a u. Definimos la sucesién de operadores {p,(A)}, que es decreciente
e inferiormente acotada por 0 (vista como forma cuadrética). Usando un resultado para ope-

radores acotados ([20]), dicha sucesién converge en norma. Definimos pues u(A) := lim p,,(A).

= u(A) estd bien definido (no depende de la sucesién tomada).
Tomemos dos sucesiones decrecientes de polinomios que convergen a u, p, vV ¢,. Enton-
ces, Vr, 3s/ps(A) < ¢-(A) + 2, ¢5(A) < p(A) + % en [m, M]. Tomando limites primero en

r

69



70 5. Apéndice

r y después en s, obtenemos lo buscado.
= u(A) es un operador simétrico.
» Siuy <wugen [m, M] = u(A) <uy(A) como forma cuadrética.
» Si V permuta con A, entonces V' permuta con u(A)

En particular, dentro de C' estan las proyecciones siguientes: fijado pu € R, definimos

1 siA<pu

e, (A) =
2 0 st A>pu

Para cada p, definimos E,, := e, (A), definido por el procedimiento antes dado. La familia de

operadores {E,},cr verifica las siguientes propiedades:
1. e, =e,sip<v=— Lk, =FJF, =F, quese escribe como p <v=F, <L,

2.
e, =0 stp<m N E,=0 sip<m

e, =1 stp>M E,=1d sipu>M

3. u+—— E, es continua a la derecha.
Fijo p. Puedo tomar, que existe, una sucesién decreciente de polinomios {p,} conver-
gente a e, verificando que p, > e, 1. Entonces,
pa(A) > B, T E,,. Tomando limites en n, y como podemos hacer la misma cuenta

para cualquier sucesion de ntiimeros positivos decreciente a 0, tenemos que £, . — F,
sie (0

Estas tres propiedades son las que definen a una familia espectral.

Tomemos ahora 1 < A < v = ple,(A) — e (A)] < AMew(N) —en(N)] < vie,(A) — e, (N)] =
wkE, — E,) < AE, —E,) <v(E,— E,). Si tomamos ahora una particién de [m, M] ,
o <m < pig < oo < fhp1 < M < p, y elegimos = pp—1 , v = pg, y sumamos en k todas

las desigualdades que tenemos obtenemos

Zﬂ’k—l(Eﬂk - Eﬂk—l) < ZA(EMk - Euk—1) < Zluk(EMk o Euk—l)
k=1 k=1 k=1

El término del medio es igual a A(E,, — E,,) = A. Si ademds la norma de la particién

Ho
(el méximo de la distancia entre dos elementos consecutivos de la misma) es menor que un
e > (0 dado, la diferencia entre los términos extremos de la desigualdad esté acotada por 1d.

Entonces, si para cada k elegimos \; € [p_1, ix], se tiene que

A=Y (B, — B )l <,
k=1
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esto es, que si incrementamos el nimero de elementos de la particién (n) de forma que la
. . n ,

norma de la misma tienda a 0, las sumas > ,_ A\(E,, — E,,_,) convergeran en norma al

operador A. Como este limite es el mismo que da origen a la definicion de la integral de

Riemman-Stieltjes, escribimos por analogia

+o0o M
A :/ AE, :/ AE),
—00 m—0

, donde la segunda identidad es cierta al ser E) constante por debajo de m y por encima de

M. Dicha identidad se interpreta como que para un elemento f € D(A),

Af:/:o)\dEAf

Por las propiedades de la familia espectral, y repitiendo las cuentas ya hechas, es facil com-

probar que
+o0o
Vre N, A" = / AN'dE)
y por linealidad que
+oo
¥ € CIX]p(A) = [ pOVE,

Finalmente, un argumento de densidad nos permite concluir que

+o00
Vu continua, u(A) = / u(N)dE)

o0

Hasta la primera de las identidades integrales dadas es la demostracion del Teorema Espectral

para operadores simétricos acotados.

5.1.1. El Teorema Espectral para operadores autoadjuntos no aco-

tados

Para la demostracion que daremos del teorema, la dada por Von Neumann, necesita-
mos dos resultados previos. Uno de ellos es el teorema espectral para operadores unita-

rios(isometrias sobreyectivas globalmente definidas), que no demostraremos.

Teorema 5.1.1 (Teorema Espectral para operadores unitarios) Sea V un operador unitario

en un espacio de Hilbert complejo. Entonces,

27
V:/ e"“”dFsp
0

con Fy =0, Fy, = 1.
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Demostracién: Ver ([20]). u
El segundo es un lema de caracter técnico, que en cierto modo es un reciproco del Teorema

Espectral.

Lema 5.1.1 Sea L, una familia numerable de subespacios de un espacio de Hilbert H tal que

H descompone como suma ortogonal de todos ellos. Para cada n, consideremos un operador
A, L,— L,

que sea acotado y autoadjunto. Entonces, existe un unico operador autoadjunto (no necesa-
riamente acotado)
A:D(A) CH— H/A|, = An

Ademds, dicho operador viene dado por:
D(A) :={f € H/ D> _Aufall® < o0}; f € D(A),Af =) Aufo
n=1 n=1

donde por f, se denota a la proyeccion del elemento f al subespacio L,,.

Demostracion: De forma natural, la extensién y su dominio de definicion, de existir, deben

de ser los dados en el enunciado. Llamamos A y D(A) a éstos.

s A es lineal.

Trivial a partir de la definicién.

» D(A) es denso en H .
Por construccién, D(A) contiene a todos los elementos de la forma "), fx, con fi € Ly.

Como H descompone como suma ortogonal de los L,,, se concluye que D(A) es denso.

= A simétrico.
Sean f,g € D(A). Entonces,

<Af,g> = > <Aufag>=) < Aufo gn >=

= Z<fnaAngn >:Z<f7Angn >=
= < f,Ag >

» Sea g € D(A") (< Af, g >=< f,Ag >,Vf € D(A)). Es claro que para cada n se tiene
la identidad (A,)* = (A*),, donde la segunda es la restriccién de A* a L£,,. Entonces,

Z ||Angn||2 = Z < Angn7Angn >= Z < (A*g)na (A*g)n >= ||A*g||2 <00

De donde concluimos que g € D(A), y por tanto que A es autoadjunto.
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= Unicidad de la extension.
Sea A’ otro operador autoadjunto tal que A'|;, = A,,V¥n. Como es autoadjunto, es
cerrado, y por tanto A’ estd definido para para todo elemento f/>  A’f converge,
y para tales elementos, A'f = > A'f, = >  A,f.. De aqui es obvio que A’ es una
extension simétrica de A,y como A es autoadjunto (en particular, no admite extensiones

simétricas propias), concluimos que A = A’

[ |

Con ambos, podemos demostrar ya el Teorema Espectral. Sea A un operador autoadjunto

en un espacio de Hilbert complejo H. Sabemos ya, por el criterio bésico, que Ker(A+i) =0,
Ran(A + i) = H. Pero ademds de las cuentas hechas para demostrarlo obtenemos, primero,
que (A 4 7)~! son continuas y estan globalmente definidas, y la identidad [[(A + @) f|| =
(A —1)f]|]. De la segunda se tiene que el operador V := (A4 —i)(A +4)~! , la transformada
de Cayley de A, es una isometria. Ademas, de la definicién se tiene que para los elementos

de la forma
g=A+9)f; Vg=(A—i)f

. Como A + i, A — i son ambas sobreyectivas, se tiene que tanto g como Vg varian en todo
H, de donde es inmediato que V esta definida globalmente y es sobreyectiva, esto es, V' es
unitaria, y es susceptible de aplicarle el Teorema Espectral correspondiente. Pero ademés
podemos recuperar A a partir de V. Volvemos a las dos igualdades anteriores, y las sumamos

y restamos, quedando:
(I+V)g=2Af; (I —-V)g=2if

De la segunda ecuacion, tenemos que I — V' es inyectiva (y, en algin sitio, existe su inversa),

que junto con la primera ecuaciéon nos da, por sustitucion directa,
A=i(I+V)YIT—-V)!

Como V es un operador unitario, le aplicamos su Teorema Espectral correspondiente,

2T
V:/ ei“"de
0

,con Fop =0, Fo, = 1.

» F, es continua en ¢ = 0, por las propiedades de familia espectral.

271

» F, es continua en ¢ = 27, porque si no lo fuera 1 = e“™ seria valor caracteristico de V,

y en particular no exixtirfa (I — V)™, que sabemos existe.
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Consideremos {¢, }nez la particion de ]0,27[ dada por —cot £+ = n. Como {F,} es una
familia espectral, los operadores P, := F, — F,, , son proyecciones ortogonales dos a dos, y
> P, = Fy,—Fy=1-0=1.Sillamamos L, := P, H, entonces H descompone como la suma
ortogonal de los subespacios £,,. Ademas, como las proyecciones P, conmutan con V, éstas
permutan con A (puesto que A es una "funcién”de V) = P,A = AP, = A|., : L, — L,
(esto es, los subespacios £, son A-invariantes). Fijamos ahora m. La funcién ¢ — (1—¢)~!

estd acotada para ¢ € [p,,_1, ©m]. Si cogemos f € L,

Pm

Af = AP, f=il+V)I-V) 'P,.f= i(1+e¥)(1—e¥) ' dF, =
Pm—1
©Om m
= / — cot dep ={\ = —cot f} = / AE)
Pm—1 2 2 m—1

Obviamente, {E)}cr es una familia espectral para A (tomando E) := F,). Tenemos ahora
la siguiente familia de operadores:

m

Vi, T Low — Lon) T f ::/ AE)

m—1
todos acotados y autoadjuntos, que ademads verifican la condicion de que H descompone como

suma ortogonal de todos los L£,,. Por el lema, existe una tnica extensién autoadjunta que

descompone en los operadores dados, 7. Definimos

/ MEy =T
Finalmente, como L,, = H,, y Jm = Alr,,, por unicidad se tiene

A:j:/ A E)y

Asi, hemos demostrado el Teorema Espectral para operadores autoadjuntos no necesariamen-

te acotados:

Teorema 5.1.2 Teorema FEspectral Sea H un espacio de Hilbert complejo, A : D(A) C

H — H wun operador autoadjunto. Entonces,

A:j:/ A E)

5.2. Caracterizacion de operadores autoadjuntos

Sea un operador A : D(A) C H — H densamente definido en un espacio de Hilbert H. En

esta seccién estudiamos la caracterizacion de operadores autoadjuntos, para luego mostrar
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un ejemplo de un operador simétrico pero no autoadjunto.

Definimos el conjunto
D(A*) ={y € H |3 ¢* € H tal que (Ap, )y = (¢, V") para toda p € D(A)}.

Para cada ¢ € D(A), el elemento ¥* es tnico. En efecto, si (Ap, ) = (p,¥7) v (Ap, ) =
(@,15), para toda ¢ € D(A). Entonces

(o1 =93) =0, € D(A).

Desde que D(A) es un subespacio denso de H, se sigue que ¢ = 3. Por lo tanto, la
aplicacion A* : D(A*) C H — H dada por A*y = ¢*, estd bien definida.

Definicién 5.2.1 Sea un operador A : D(A) C H — H densamente definido en un espacio
de Hilbert H. El operador A* se llama dual de A.

5.2.1. Operadores simétrico y autoadjunto. Criterios

Definicién 5.2.2 Un operador A, densamente definido en un espacio de Hilbert H se llama
simétrico si A C A*, es decir, si D(A) € D(A*) y Ay = A" para toda ¢ € D(A).

Definicién 5.2.3 Un operador A es llamado autoadjunto si A = A*, es decir, si A es
simétrico y D(A) = D(A*).

Definicién 5.2.4 Un operador A : D(A) C H — H se dice cerrado, si el conjunto
I'A) ={(p,Ap) e Hx H|pe D(A)} CHx H
es un subconjunto cerrado en H X H.

Lema 5.2.1 Sea A un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Entonces, A* es

cerrado, es decir, el grifico de A, I'(A), es un subespacio cerrado de H x H.

Demostracion: Definimos el operador unitario V : H x H — H x H como

Ve, ¥) = (=¢,9).

El producto interno en H x H es dado por

((p1,91), (P2, V) irxcrr = (P1, P2)m + (Y1, ¥2) 1.
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A continuacién, mostramos que V [['(A)]" = I(A*). En efecto,

() € (V [F(A)])L S (¢, 0),V(w, Aw))gxa =0 , para toda w € D(A)
S (0, ), (—Aw,w)) s =0 , para todaw € D(A)
S (Y, wyy = (p, Aw) gy , para todaw € D(A)
& (w, )y = (Aw, p)p = (W, A"p) , para toda w € D(A)
=A%
& (p,9) = (p, A"p) € I'(A7),

y desde que todo subespacio ortogonal es cerrado, se sigue que I'(A*) es un subespacio cerrado
en H. Concluimos que A es cerrado.

[ ]
Teorema 5.2.1 Sea A un operador simétrico en un espacio de Hilbert H. Son equivalentes:
a. A es autoadjunto.
b. A es cerrado y ker(A* £1) = {0}.
c. Ran(A+1)=H.
Demostracién:

= a) — b). Supongamos que A es autoadjunto. En particular, por el lema 5.2.1, es un

operador cerrado. Por otro lado, sea ¢ € ker(A* 4 1), entonces
Fi(p, 0) = (o, Fip) = (¢, A%p) = (p, Ap) = —(Ap,p) = —(p, A"p) = Fi{p, ¢),
entonces ¢ = 0. Luego, ker(A* £1i) = {0}.

» b) — ¢) Esta parte de la demostracién estd basada en mostrar que el conjunto Ran(A=1i)

es denso y cerrado en H. Para la densidad, sea ¢ € (Ran(A £14))", entonces
(Ati)p,0b) =0 , paratoda ¢ € D(A).
Entonces
0= {((ALi)p,¥) = (o, (A" F1)¢) , paratoda @€ D(A),

y desde que D(A) es denso en H, 1) € ker(A* +1i) = {0}. Entonces ¢) = 0, por lo tanto
Ran(A £ 1) es denso en H.
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Ahora, mostramos que el conjunto Ran(A + i) es cerrado en H. En efecto, sea ¢, €
D(A) tal que lim,, ,o, (A £ 1), = 1. Por ser A un operador simétrico, se cumple que

(pn, Ap,) € R. Por lo cual, se cumple la igualdad

I(A £ Dnall® = [ A@all® + llpall.

Entonces, las sucesiones (A@y, )nen ¥ (@n)nen son de Cauchy. Por ser A cerrado, existe
v € D(A) tal que
lim p, =¢ , lim Ap, = Ap.
n—oo

n—oo

Entonces

= 1lm (A+i)p, = lim Ap, £i lim ¢, = Ap +ip = (AL i)e.
n—oQ

n—o0 n—oo

Asi, 1 € Ran(A £ 1), es decir, Ran(A £ 1) es cerrado en H. Finalmente, obtenemos

Ran(A+1i) = Ran(A+1i) = H.

» ¢) — a). La parte principal de la prueba radica en mostrar que ker(A* +14) = {0}. En

efecto, sea ¢ € ker(A* £ i), entonces

(AF ijp,) = (4, (A" £i)p) =0, para toda ¥ € D(A).

Entonces ¢ = 0, ya que por hipdtesis Ran(A +i) = H.

Ahora, sea 1) € D(A*), entonces (A* + i)y € H, por hipétesis, existe un ¢ € D(A) tal
que
(A* ti)p = (ALi)p.

Por ser A un operador simétrico, ¢ € D(A*), entonces
(A" + ) (¥ =) =0,

asi, 1 — ¢ € ker(A*£1i) = {0}. Entonces, ¢ = ¢ € D(A) y D(A*) C D(A). Concluimos

que A es autoadjunto.

Observacién 11 (Funciones absolutamente continuas) Una funcion F : [a,b] — R se
llama absolutamente continua si para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que para toda familia

{(ai, b))} de intervalos disjuntos en [a,b] tal que [ sum?_,(b; —a;) < 6, se cumple

Z |F(b;) — Fa;)] < e.
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Denotamos por AC'[a,b] el conjunto de las funciones absolutamente continuas en |a,b]. A
continuacion enumeramos algunas propiedades de conjunto AC [a,b], las cuales usaremos

mds adelante.

» AC [a,b] es un espacio vectorial.

» AC[a,b] C C([a,b]).

Si F € AC [a,b], entonces F' es derivable c.t.p.

Sea f € L*(a,b), definimos F(x) = [T f(t)dt. Entonces F € AC [a,b].

Si F € AC[a,b], entonces F(x) = F(a) + [ F'(t)dt.

Si F' € AC' [a,b], entonces I es acotada en [a,b].

5.2.2. Ejemplo. Operador simétrico pero no autoadjunto
Sea el operador T : D(T') — L*(0,1), definido por T'f = i-L f, donde
d
D(T) = {f € AC[0,1] | f(0) =0 = f(1), —f € L*(0, 1)}
A continuacién mostramos algunas propiedades del operador T'.

1. T es simétrico. En efecto, sean f, g € D(T) y por integracién por partes

<Tf,g>—<f,Tg>=/le§—/1fT_g:i/01f’y+i/Olf?:ufy)\g:o.

0 0

2. T es cerrado. En efecto, sea (f,,) € L*(0,1) tal que
lim f,=f , lim Tf, =g. (5.1)
n—o00 n—0o0

La convergencia es en norma L?(0,1). Entonces

n—oo n—00 n—oo

if(x)=14lm f,= Um [ if, (t)dt= lm [ Tf, :/ g(t)dt.
0 0 0
Asi, Tf = g. Ademas, de la ecuacién (5.1): f(0) =0 = f(1). Por lo cual, f € D(T).

3. Se sabe que el conjunto D(T') es denso en L?(0, 1). Por lo tanto, el operador T* est4 bien
definido.
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Ahora calculamos el operador T™. Para ello, pordefinicién, debemos encontrar todas las
funciones g, g* € L?(0,1) tal que
1 1
| irs=@rg=tra)= [ 17 . feD@). (52)
0 0

Sea g**(z) = [ g*(t)dt, la integral estd bien definida ya que ¢* € L%(0,1) y = € [0, 1]. Luego,

por integracién por partes y de la ecuacién (5.2), tenemos

/Olif?:/olf?Z/olfWZ—/olf’F , feD(T).

De lo cual, se obtiene la siguiente identidad
1 1
O:/ f (g—H'g**) :/ f'h ., fe D), (5.3)
0 0

donde h(z) = g(x) +ig**(x). Sea ¢ = fol h(t)dt, entonces

||h—c||iz(071):/Ol(h—c)(m):/Ol(h—c)ﬁ—/ol(h—c)éz/Ol(h—c)ﬁ (5.4)

Consideramos la funcién f(z) = [ h(t)dt — cz. Es claro que f € D(T), ademds f'(z) =

h(x) — c. Por lo tanto, de las ecuaciones (5.3) y 85.4), se tiene

1 1
= cliaon = | (== [ sE=o0
0 0
Entonces
h(z) =g(z)+ig"™"(x) =c , ct.p x€[0,1].
Derivando ambos mienbros de la igualdad, se tiene que ¢’ +ig* = 0. Por lo tanto, T*g = ¢* =

/

1g'.

Concluimos que el operador T* : D(T*) — L?(0,1), estd definido por T* = i, donde

D(T*) = {g € AC[0,1] | d%g € 12(0,1)}.

El operador T* es una extension autoadjunta propia de 7', ya que su dominio no posee

restricciones. En particular, 7" no es autoadjunto.

5.3. El Teorema del Cauchy-Kowalevski

En esta seccion demostramos una version simplificada del teorema de Cauchy-Kowalevski,
que en el caso mas general, establece la existencia y unicidad de soluciones locales para el
problema de Cauchy asociado a ciertas ecuaciones en derivadas parciales.

Las referencias empleadas en éste capitulo son [20] y [19].
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5.3.1. Notacion

Recordamos brevemente la notacion multiindice introducida por Laurent Schwartz.
Sea o = (aq, ..., ) una n-tupla con «; € NU{0}, dada una funcién f : Q2 C R — R con

las condiciones necesarias de regularidad, denotamos

O f =00 .

donde 9; es el i-ésimo operador de derivacién; es decir, 9;f(z) = 2L (x).
) ’ ox;
De forma similar, definimos la potencia a-ésima de un vector x = (z1,...,x,) € R" como

el monomio

(07

=zt

Qn
n -

Definiremos también la longitud y el factorial de un multiindice « respectivamente como:

o] = 0n + -+ o, Vo

al = ol ayl.

Sera 1util también definir un orden en el conjunto de multiindices de la siguiente manera:

a > B siy solosia; > b; Vj.

5.3.2. Funciones analiticas de variable real

Sea 2 C R™ un conjunto abierto, diremos que una funcion f : 2 C R” — R es analitica
de variable real (o mds brevemente, real analitica) en y €  si existe un entorno abierto
N, de y tal que

flz) = an(x —y)*, Vx e N,.

a>0
Diremos que f es real analitica en €2 si es real analitica en todo y € €; denotamos por C*(€2)

el conjunto de todas las funciones analiticas de variable real en ).

Observacién 12 Para que la serie esté bien definida -el teorema de Fubini-Tonelli juega
aqui un papel-, la serie debe ser absolutamente convergente. Asi, siempre que hablemos de
convergencia puntual, estaremos refiriéndonos a convergencia absoluta. De hecho, en la si-
gquiente proposicion probaremos que la convergencia de tales series es uniforme en un cierto

abierto.

Proposicién 5.3.1 Sea f € C¥(Q), entonces f € C*(2). Ademds, para cada y € Q) ezisten

un entorno abierto N, y nimeros positivos M yr tales que para cualquier x € N, se verifican:
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a)
= Z i'ao‘f(y)(m —y)® uniformemente en N,
al
a>0
b)
07 f(@)] < Mlalu™! | Va.

Demostracion: Asumiremos que y = 0, ya que la prueba es invariante por traslaciones en
Rn

Consideremos un entorno abierto N del origen de coordenadas y un z € N tal que z; # 0
Vi. De acuerdo con la nociéon de convergencia que hemos fijado en la observacién anterior, es

claro que

pi=>>leal|2?] < oo,
6%

lo que significa que ) c,x® converge para cada x tal que |z;| < |z;| Vi. En virtud del criterio

M de Weierstrass, la convergencia es uniforme en
{z:|z;| < |z Vi}.

El conjunto abierto Q2 = {z : |z;| < |2 Vi} es no vacio porque el z elegido verifica z; # 0 Vi.
Sea ahora A un abierto que verifique A C €2, entonces existe un ¢ € (0, 1) tal que |z;| < ¢|z]
Vi, Vx € A.

Afirmamos ahora que, si |z;| < 1 Vi, entonces

5! Y 1 B ol o
<1—x>1+5‘8<1—x>1‘§6<a—ﬁ>r”” ’

donde el nimero 1 que aparece en los exponentes debe ser entendido como el multiindice
(1,...,1).

Para la prueba de estas férmulas, indicamos la referencia [20], donde pueden consultarse
las identidades necesarias -algunas de ellas disponibles como ejercicios- y propiedades que
verifican las funciones analiticas de variable real; asi como su relacién con las funciones
analiticas de variable compleja.

Las anteriores identidades, cuando x € A dan lugar a

ZW% “I—ZICOJ |l‘“ 4

a>f

< D leal i T gd
a>f

- _ |
[27] 2= (@ — B)
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= |53| a _i!)nﬂﬁl <o (qe(0,1)).

Lo que hemos demostrado es que la serie de potencias formal ) 0%cox® de hecho converge
uniformemente en A para cualquier multiindice 8. Asi, por un resultado bien conocido sobre

series de funciones, la funcién f definida por la serie

@) = 3 caa”

«

es una funcién indefinidamente derivable en el conjunto A.

Simplemente definiendo M = (1—%)” y = (1 — q) min, |2, obtenemos las desigualdades

07 f ()| < M|B|Yr 1A

en A.
Ahora, mediante una derivacién término a término -que ahora estd justificada rigurosamente-
se ve que
a = 30" F(0);
que es justo lo que queriamos demostrar. [ ]

Igual que las funciones analiticas de variable compleja, las funciones analiticas de variable

real verifican una propiedad de continuacién tnica.

Proposicién 5.3.2 Sea f € C¥(Q), siendo 2 un abierto conexo. Sea x € § tal que 0° f(x) =
0 para cualquier o € (NU{0})", entonces f(x) =0 para cualquier x € §Q.

Demostracién: Definimos los conjuntos 1 = {z € Q : 0%f(z) = 0 Va} y Qs = Q\ Q.
El conjunto §2; es abierto, luego también lo es (y; y por un argumento de conectividad se
deduce que €2 = €. [ ]

El siguiente teorema da una caracterizacién de las funciones C*°(£2) que son reales-analiti-
cas en términos de una acotacién sobre cémo crecen las derivadas de una funcién en un punto

conforme aumenta el orden de derivacion.

Teorema 5.3.1 Sea f: Q2 CR"” — R, entonces es equivalente:

a) feC¥),

b) f € C®(Q) y para cualquier compacto S C Q podemos encontrar nimeros M y r
positivos tales que

0°f ()] < Mlallr™®l, Va, vy € S.
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Demostracion: Por la compacidad de S, escribimos S como una unién finita de abiertos U;
en los que tenemos la acotaciéon con unos r; v M; distintos en cada U;; tomando el maximo
de los M; y el minimos de los r; tenemos la acotacién en todo el compacto S.

Para probar la afirmacién reciproca definimos la funcién ¢(t) = f(y + t(z — y)). Dado

y € ), tomamos un numero s suficientemente pequeno para que el compacto
S={x:|x—y| <s}

esté contenido en €2; de modo que y +t(x —y) € Ssit € (0,1) y x € 5, luego ¢ es

indefinidamente derivable en (0,1). Ademads, las derivadas de ¢ se calculan segin

1 j 1 « «
ﬁ@b(”(t) = |Z 0y + itz —y))(z —y)*,
al=j
obtenemos la siguiente acotacion
}¢U \ S Loyt te - ) e - 0)°
|oe|=3
< Z M!Oél'?“ (@ —y)°]
|| J
<ar Y il o gy
|or|=3

M ,
=yl + -+ [ = gl

d J
()
r
siendo d = |z1 —y1| + -+ + |20 — Ynl-

Usando el desarrollo de Taylor con resto integral r;, representamos f(z) como

-1

I Z

k=0

—f-?"j.

PT‘l;—t

Podemos estudiar ahora el comportamiento del resto r;:

e g Al
e
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w(t)

expresién que tiende a 0 si d = |1 — y1| + -+ + |2 — yn| < r. En consecuencia, la serie de

potencias de f alrededor de y converge si

lzy — 1| + -+ + |20 — yn| < min{r, s}.

Mr

r—x1——Tn’

Observacion 13 Si definimos la funcion ¢(x) = se comprueba que

0° £(0)] < Mlallrlol < 0% £(0)] < 07¢(0).

Cuando se verifican estas condiciones se dice que ¢ mayora a [ y se denota por f < ¢. Si

ademds f(0) = 0, entonces f < ¢ — M, y viceversa.

5.3.3. Teorema de Cauchy-Kowalesvki

El problema de Cauchy més general consiste en encontrar una funcién u : Q C R* — R¢

que verifique una ecuacién de orden m de la forma
F(x,u, (0%u)|a)<m) = 0,

y que ademds los valores de u y los de las derivadas normales 0¥u (k < m—1) vengan prescritos
sobre una hipersuperficie S de R". Los valores de u y sus derivadas que prescribimos sobre
S se denominan datos de Cauchy. Aqui consideraremos el problema de Cauchy cuando la
funcion F' y la hipersuperficie S son analiticas; méds atin, supondremos que los datos de
Cauchy son analiticos sobre la hipersuperficie S.

El teorema de Cauchy-Kowalevski afirma que bajo las condiciones de analiticidad que
hemos fijado, el problema de Cauchy planteado tiene una tnica solucién analitica alrededor
de cualquier punto x € S cuando S es una hipersuperficie no caracteristica para la ecuacion
dada. En este caso se dice que el problema de Cauchy es no caracteristico. Aunque no vamos a
explicar aqui lo que es una superficie no caracteristica, indicamos que esta condicién expresa
el hecho de que la ecuacion determine sobre la hipersuperficie todas las derivadas de una
solucién a partir de los datos de Cauchy.

El problema de Cauchy general puede reducirse sin pérdida de generalidad al siguiente
problema:

Encontrar una funcion U : 2 C R® x R — RP tal que

U =S Az, U)OU + B(x,U),
U(z,0) =0,
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siendo B una funcién con valores en RY y A, ..., A,_; funciones matriciales N x N; siendo
todas ellas reales-analiticas en un entorno del origen de coordenadas de R™ x RY. En este
caso, la hipersuperficie de R™ sobre la que se dan los datos de Cauchy es {t = 0}, y segin la
nocion de superficie caracteristica que hemos dado antes -aunque de forma poco rigurosa-, la
superficie es caracteristica, ya que es evidente que podemos recuperar todas las derivadas de
U sobre la superficie partir de los datos de Cauchy y de la ecuacién.

Para hacer mas clara la lectura, vamos a demostrar la existencia y unicidad de solucién
en el caso en que n = 2 y N = 1, siendo la prueba para el caso general muy parecida. Asi,

enunciamos
Teorema 5.3.2 Dado el problema

Owu(z,t) = a(z,u)0yu(z, t) + b(x, u)
u(z,0) =0,

siendo a y b funciones analiticas en un entorno del origen de R?; existe una tnica solucién

analitica en un entorno de (0,0) € R

Demostracién: Supongamos que el problema tiene una solucién analitica u en (0,0) que
converge en un entorno N del origen; entonces u € C*°(NN), luego derivando el dato de Cauchy

respecto a z tenemos que dJu(x,0) = 0 para todo j > 0. De ésto se deduce que
0yu(0,0) = b(0,u(0,0)) = b(0,0).
Derivando la ecuacién, obtenemos

O u(z,t) = Py ;(0L0™a(x, u(z,t)), P0fu(z,t), 0L05b(x, u(x,1)));

Y u

siendo P ; un polinomio con coeficientes positivos, con
1+l+m<k+5; 1+r+s<k+j,p+q<k+7, q+1<k.

Si k = 1, entonces ¢ = 0, luego 9;0’u(0,0) depende tinicamente de las derivadas de a y
de b. Por induccién sobre k, se obtiene que los coeficientes 9F97u(0,0) estan determinados

unicamente por a y b. Asi, si la solucién u se representa por una serie

oo k Aj .
u(z,t) = Z —at a”]ff(?’o)thj
5 151

que converge en un entorno N, se deduce de la propiedad de continuacion tinica que u es la

tnica solucién en un entorno de (0, 0).
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En caso de que exista una solucién analitica alrededor del origen, ya sabemos como debe
ser su serie de potencias; luego para establecer la existencia de solucion, basta probar que
dicha serie de potencias converge en un entorno del origen. La convergencia de la serie vamos
a establecerla mediante el método de los mayorantes, introducido por Cauchy.

Supongamos que existe un problema

Ow(x,t) = A(x,v)0v(x,t) + B(z,v)
v(x,0) =0,

con A y B analiticas en el origen tales que

10,0,a(0,0)| < 8,0,A(0,0)

|0.0,6(0,0)| < 0,0,B(0,0)
y supongamos que el problema tiene una solucién analitica v en (0,0). En estas condiciones,
como Py ; es un polinomio con coeficientes positivos, por induccién sobre k se verifica,
|0F07u(0,0)| < Pr;(1010;"al, |050ful, [0;0;0])

< Py (200 A, 0, 9,0 B)

= 0y 0(0,0);
de donde se deduce que la serie de potencias de u en (0,0) converge al menos donde converja
la serie de potencias de v centrada en el origen.

Basta entonces con encontrar un problema que mayore al problema general del enunciado.

Como a y b son analiticas en (0,0), existen constantes M y r positivas tales que
[0r0a(z, v)| < Mk + j|tr= ),
0409 (w, )| < Mk + 1+,

lo que -por la observacion hecha en la subseccién anterior- es equivalente a que las funciones

M
Ax,v) = —r,
r—x—v

M
B(z,v) = S
r—x—uv

mayoren las funciones a y b respectivamente.

Por tanto, solo queda ver que la solucion de

Ow(x,t) = A(x,v)0v(x,t) + B(z,v)
v(x,0) =0,
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es analitica (0,0). Sustituyendo en esta ecuacién las funciones mayorantes A y B que acaba-

mos de construir, la ecuacién queda

Ow(x,t) = (90 + 1)

r—Tr—v

v(z,0) =0,

que es una ecuacion cuasilineal de primer orden que puede resolverse explicitamente usando

el método de las caracteristicas, y cuya solucion es

r—x—/(r—z)?—4Mrt

ol t) = ) ,

que claramente es analitica en (0, 0). [ |

5.4. Scattering de neutrones: ESS

5.4.1. ;Qué es la ESS? (www.europeanspallationsource.se)

s Centro de investigacion multidistiplinar basado en la fuente de neutrones mas

potente del mundo, 30 veces mas potente que las actuales instalaciones.

» Permitird los cientificos ver y comprender las estructuras basicas y las fuerzas

atémicas de diferentes materiales.
= Se puede comparar con un microscopio gigante para el estudio de materiales.
= Mas que una herramienta de investigacién, se trata de una organizacién nueva.
= La ESS es un proyecto Europeo, en el que participan 17 paises europeos.
» Suecia y Dinamarca con los paises de acogida:

- La instalacion de ESS se construird en Lund, Suecia.

- La gestion de datos ESS y Centro de Software en Copenague, Dinamarca.

5.4.2. Dinamica de espalacion o scattering de neutrones

A continuacién explicaremos uno a uno los principales pasos para el estudio de la espala-

cién de neutrones.

1. Mediante una fuente de iones se producen iones de hidrégeno negativamente cargados.

Cada i6n contiene un protén orbitado por dos electrones.
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. Los iones se inyectan en un acelerador lineal, que los acelera a una energia muy alta.

Los iones pasan a traves de una lamina que despoja de cada ién los dos electrones,

convirtiendo el ién en una proton.

. Los protones pasan a un anillo donde se acumulan en grupos. Cada grupo de protones

se libera del anillo como un pulso.

. Los pulsos de protones de alta energia golpean un blanco de metal pesado, usualmente

un contenedor de mercurio liquido. A este proceso se le denomina espalaciéon de

neutrones, en el que se liberan pulsos de neutrones.

. Los pulsos de neutrones liberados por el proceso de espalacién se desaceleran en un

moderador.

. Los pulsos moderados se guian a las areas que contienen instrumentos altamente

especializados para la realizacién de experimentos. Aqui es donde ocurre el proceso

de espalacién 6 scattering que explicaremos en esta seccién.

5.4.3. Propiedades basicas del neutrén

El neutrén es una particula nucleica con masa m, = 1,675 * 10~27kg.

No existe naturalmente de forma libre, pero se desintegra de un protén, un electréon y

un neutrino.
La vida de un neutrén es de aproximadamente 886 segundos.
Es eléctricamente neutro, pero contiene momento magnético.

El neutréon interactiia con el nicleo mediante las fuertes fuerzas nucleares y con los

momentos magnéticos mediante las fuerzas magnéticas.

5.4.4. Dualidad onda-particula

Una de las consecuencias de la mecanica cuantica es que la materia, en particular el

electrén, se puede tratar como particula u onda. En la dispersién de neutrones, los neutrones

se comportan como particulas cuando son creadas, como ondas cuando se dispersan y nueva-

mente como particulas cuando se detectan. Mas especificamente, a una particula moviéndose

a velocidad constante v(m/s), se le atribuye longitud de onda (de Boglie):

=0 (5.5)
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donde h = 1,03434Js es la constante de Plank.

En la dispersion de neutrones, la interpretacion como onda se refiere en términos del niimero

de onda del neutrén. k = 27”, un vector de onda de longitud k£ y misma direccion que la
velocidad,
k= mg“(Al) (5.6)

Para nuestro propésito consideramos el neutrén como no-relativista, por lo que su energia
cinética viene dada por:
h2k?

-~ 2m,

E

(eV) (5.7)

donde 1eV = 1,602 - 10~1°J.

5.4.5. Teoria de la dispersion 6 scattering

La Teoria de la Dispersién de particulas cuanticas es uno de los temas mas importantes
en la Mecanica Cudntica por sus multiples aplicaciones en la Fisica Nuclear, en el estudio de

las particulas elementales y en la caracterizacion de atomos, moléculas y sélidos.

Debemos recordar que las particulas cudnticas pueden ser fermiones, como los electrones,
protones, neutrones; y bosones, como los diferentes tipos de fotones (Rayos X, Rayos Gammas
etc.). En estas notas nos centraremos en la dispersién de fermiones, concretamente, de los

neutrones.

Dentro del marco de la Teoria de la Dispersion son conocidos dos tipos de dispersién,
la elastica y la inelastica; ademads, la magnitud fundamental que caracteriza la dispersion es

conocida como la seccién eficaz de dispersién.

5.4.6. Proceso de dispersion

Llamaremos proceso de dispersion a la desviacion de las particulas respecto de la
direccion inicial del movimiento, provocada por la interaccion con un cierto sistema que se
llamara dispersor.

La dispersién de un flujo de particulas se caracteriza por la seccién eficaz elemental o

diferencial.

Definicién 5.4.1 La densidad de flujo de un haz de neutrones viene definido por

_ Num. de neutrones incidiendo en una superficie por sequndo
Area de la superficie perpendicular a la direccion del haz
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Definicién 5.4.2 La seccion eficaz elemental o diferencial se define como la razon del nime-
ro de particulas dispersadas dNg;s, por unidad de tiempo, en el dngulo sélido dS2, con densidad

de flujo jine de las particulas incidentes, es decir:

_ Ndisp(07 90)

Jine

do(0, ) (5.9)

donde los dngulos 0 y ¢ determinan la direccion del movimiento de las particulas dispersadas.

El eje z estd dirigido en el sentido del movimiento de las particulas incidentes, como

muestra el siguiente esquema de dispersion.

Para nuestros fines, conviene representar d/Nys, en la forma

deisp(ea SO) - jdisp(07 SO)dS (510)

donde jgisp es la densidad de flujo de particulas dispersadas lejos del centro dispersor o
muestra, dS es un elemento de superficie perpendicular al vector de posicién, vector cuyo
origen coincide con el centro dispersor y forma los angulos 6 y ¢ respecto a los ejes de
coordenadas adoptados.

La magnitud de dS esta ligada con el elemento de angulo sélido por la igualdad:

dS = r*dQ (5.11)
Por lo que, la seccién eficaz elemental diferencial queda:
do = 24 48 (5.12)
Jine
Integrando la expresién anterior sobre todos los dngulos, obtenemos la cantidad:
1 o 05

0= - fjdisp(ra 97 gD)dS = .d L (513)

Jine Jine

donde @4, es el flujo de particulas dispersadas que atraviesa la superficie cerrada que rodea
al centro dispersor. La superficie sobre la cual se realiza la integracién se asume que esta a
gran distancia del centro dispersor, por lo que podemos considerar que en cada punto de esta
superficie las particulas dispersadas viajan en direccion radial.

A esta cantidad o se le llama seccién eficaz total de dispersion.

5.4.7. Dispersion elastica e inelastica

= En la dispersion elastica el estado interno, tanto del sistema dispersor como del disper-

sado, permanece invariable.
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= En la dispersion inelastica el estado interno de uno o de ambos sistemas cambia. En la
dispersién ineldstica una parte de la energia cinética se convierte en energia interna o,

reciprocamente, la energia interna se transforma en energia cinética.

En esta presentacion estudiaremos el caso mas simple, el de la dispersion elastica.

5.4.8. Dispersion elastica

En la dispersion elédstica es posible prescindir del estado interno de los sistemas y, simple-
mente, llamar particulas a sistemas cualesquiera en interacciéon. En el proceso de dispersién
tiene lugar la interaccién de dos particulas, la dispersada y la dispersora. Ademdas, muy a
menudo la energia de interaccién depende solo de la distancia entre particulas. En este caso,
el problema del movimiento de las dos particulas en interacciéon puede siempre reducirse al
estudio del movimiento de una particula (con masa reducida p) en el campo de un centro de
fuerzas inmévil.

Amplitud de dispersién

Vamos a considerar un problema estacionario de dispersion. El movimiento de la particula
dispersada es no acotado y consecuentemente la energia del sistema es siempre positiva y no

cuantificada, por lo que en la teoria de dispersion el espectro de energia es siempre continuo.

Si tomamos el origen de coordenadas en el centro dispersor fijo podemos describir la inter-
accién de la particula con este centro a través de la funcién potencial V() donde asumimos
que esta funcion es no nula sélo en una parte limitada del espacio, r < a, que nosotros lla-
maremos rango de fuerza, donde el movimiento de la particula que esta siendo considerada

obedece a la ecuacién de Schrodinger,

~

() + VEE) = Bol) (5.14)

2m

donde m es la masa de la particula, en nuestro caso m = m,, masa del neutron.

De (5.7) tenemos que

B ="—F (5.15)
La ecuacion (5.14) toma la forma de

SV () (5.16)

(V2 + E)() =

Fuera del rango de fuerza, la particula se mueve libremente y su estado es descrito por

una onda plana en el plano complejo. Adoptando la direcciéon de movimiento de la particula
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incidente como el eje z, la funcién de onda que describe el estado de la particula antes de su

interaccién con el centro dispersor es
ikz
¢inc =€ (517)

Se puede ver que esta funcién es una de las soluciones posibles de la ecuacién (2.9) cuando

el miembro derecho se anula.

Cerca del centro de fuerzas, la particula experimenta dispersion y se modifica la forma
de su funcién de onda. Sin embargo, una vez que la particula dispersada se aleje y salga
del rango de fuerza, ésta se movera nuevamente como particula libre. A grandes distancias
de esta region las particulas dispersadas se mueven en direccién radial a partir del centro
de fuerza, por lo que el movimiento de las particulas dispersadas debera describirse por una

onda esférica divergente,
ik

e

¢disp - A(Uv SD)

donde 7, 0, ¢ son coordenadas esféricas.

- (5.18)

Debemos notar que, en la dispersion elastica, la cantidad k en las expresiones (5.17) y

(5.18) es la misma y estd determinada por la relacién (5.15).

La funcién A(o, ¢) es llamada amplitud de dispersién y depende, por lo general, de ambos
angulos, o y ¢. Cuando V (7) = V(r) la amplitud de dispersién depende solamente del éngulo
0.

La funcion de onda total que describe el movimiento de las particulas incidentes y dis-
persadas a grandes distancias del centro dispersor (cuando r > a) puede presentarse en la

forma: .
ezkr

b =" 4 Ao, ) (5.19)

”
donde el primer término describe el movimiento de las particulas incidentes y el segundo, el

de las dispersadas. Debemos notar que el primer término en esta expresion esta escrito en

coordenadas cartesianas, y el segundo en coordenadas esféricas.

Segun (5.12), hay que calcular las densidades de flujo de las particulas incidentes y dis-
persadas.

El flujo incidente esta dado por:

il
o= — (W NV — W VU 2
.]znc 2 Z-(wznc wlnc wmc wznc) (5 O)

teniendo en cuenta que v;,. depende sélo de z obtenemos

. ho, o, d d ., . hk
Jine = _( incalpinc - wznc%d)znc) - E = (521)

2mai
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donde v es la velocidad de las particulas incidentes. Notese que se toma la funcién (5.17)

normalizada.
* Derivacion de la igualdad (5.21)

El gradiente, en coordenadas esféricas, esta dado por la expresion

0 10 1 0
v¢:_¢ér+__¢A + _¢A

ot ——— . 5.22
or r oo rsing 0p “ (5:22)

Estamos interesados en la componente radial j,. del flujo de particulas dispersadas. Esta

. 1 9
puede ser encontrada sustituyendo Vi por la componente radial 3=, esto es,

_ }Al * awdisp a¢;isp o iLk 2
Jr = I (¢disp or - wdwp or ) - mr2 |A<O7 (,0>| : (523)
Sustituyendo (5.21) y (5.23) en (5.12),
do(0,0) = |A(0, 9)d0. (524)

Es decir, la determinacion de la seccién eficaz diferencial de dispersion consiste en encon-

trar la amplitud de dispersion.

El célculo de esta tltima se realiza de la siguiente forma: Se obtiene la solucion de la
ecuacion de Schrodinger para el movimiento de una particula en el campo del centro dispersor

tal que a grandes distancias del mismo tenga la forma (5.19). Entonces el coeficiente del factor

ezkr

— dara la amplitud de dispersion.

La representacion de la funcién de onda que describe el movimiento de una particula lejos
del centro dispersor en la ecuacién (5.19), es decir, como suma de las ondas incidente y diver-
gente, se ha llevado a cabo tomando como base consideraciones fisicas simples e intuitivas;
sin embargo, se puede demostrar que lejos del centro dispersor inmévil V(7), la solucién de
la ecuacion de Schrodinger puede efectivamente escribirse en la forma (5.19).

Aproximacion de Born

La resolucién exacta de la ecuacién de Schrodinger y el obtener A(o, ) entraran, en la
mayoria de los problemas, grandes dificultades matematicas; por ello, en la teoria de la dis-
persion se aplican métodos aproximados, siendo el més importante de ellos la aproximacién
de Born. Este método se basa en la hipdtesis de que la energia potencial de interaccion de
la particula dispersada con el centro de fuerzas es pequena, por lo que es posible considerarla

como una perturbacion.
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